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UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE FROBENIUS
BAJO HIPOTESIS DEBILES
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En este trabajo se realiza una extensién del Teorema de Perron Frobenius bajo hipdtesis débiles (para
un- operador continuo, q de R" en si mismo, que sélo se anula en el origen). Por otra parte, cuando g
es subhomogéneo e indescomponible, se ofrece una prueba alternativa del resultado de Fujimoto ( 1980)
que asegura la unicidad tanto de la raiz de Frobemius para g, como del vector propio asociado.

1. Imtroducciéon

El Teorema de Frobenius para matrices no-negativas es uno de los instrumen-
tos esenciales en el andlisis de existencia, unicidad, positividad y estabilidad de
las soluciones de modelos econémicos lineales multisectoriales.

Desde las pruebas iniciales de este resultado, debidas a Perron (1907) y Frobe-
nius (1909, 1912), han aparecido un amplio grupo de demostraciones alternati-
vas. Wielandt (1950) presenta una prueba sencilla, en la que utiliza el Teorema
de Punto fijo de Brouwer, demostracién que se ha popularizado entre los
economistas, gracias a la difusién del trabajo de Debreu & Herstein (1953);
posteriormente Karlin (1959) y Nikaido (1969) presentaron demostraciones
elementales, sin utilizar teoremas de punto fijo. En el libro de Arrow & Hahn
(1972) aparece una prueba similar a la de Karlin; mientras que la demostra-
cién de Murata (1972) es muy similar a la obtenida inicialmente por Frobe-
nius.

Ademas de los métodos alternativos de prueba existen diversas extensiones del
Teorema de Perron-Frobenius. Solow & Samuelson (1953) y Morishima (1964)
obtienen resultados analogos para funciones de R" en si mismo, no-negativas,
continuas y homogéneas, utilizando una prueba similar a la de Wielandt.
Posteriormente Morishima & Fujimoto (1974) extienden el resultado a funcio-
nes diferenciables, usando el teorema de Kuhn-Tucker, realizando ademas una
demostraciéon alternativa del Teorema de Morishima (1964), utilizando un
método geométrico. Fujimoto (1979), siguiendo dicho método, extiende el
Teorema de Perron-Frobenius a operadores de R" en si mismo, no-negativos,
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continuos, subhomogéneos e indescomponibles y posteriormente prueba la uni-
cidad tanto del autovalor como del autovector asociado (Fujimoto (1980)).

Una via diferente de extensién del Teorema de Perron-Frobenius se encuentra
en el trabajo de Mangasarian {1971}, que estudia el problema del valor propio
generalizado, 7Bx = Ax, siendo 4 y B matrices reales de orden mxn.

En este trabajo presentamos una generalizacion del resultado de Perron-Frobe-
nius, bajo hipétesis débiles (cuando ¢ es un operador de R% en si mismo,
continuo, no-negativo tal que g(x) # 0six # 0). El resultado es mds general
que el obtenido por Morishima (1964) y Fujimoto (1979). Por otra parte,
cuando ¢ es ademas subhomogéneo e indescomponible, presentamos una prue-
ba alternativa del resultado de unicidad de Fujimoto (1980).

En la seccién 2, se presenta la extension del Teorema de Perron-Frobenius, la
seccion 3 ofrece la prueba alternativa del resultado de unicidad de Fujimoto.
Algunas observaciones finales, en la seccién 4, cierran el trabajo.

La notacién utilizada a lo largo del trabajo es standar. Sefialemos, no obstante,
que en la comparacién de vectores: x = y significa x; = y, Vi = 1, ..
x = ysignificax 2 y Ax # p, x> yimplicax; >y, Vi=1, ..

b n:a

oy M

2. Generalizacién del Teorema de Frobenius

=

Sea K = {xeR"/x =0

1

x; = l}. Entonces se verifica el siguiente resultado:
1

Teorema 1. Sea ¢: R® — R"| tal que:

a) g es continuo.
b) q{x) 2 0six >0 ; ¢{0) = 0.

Entonces:

i) Existe r* > 0, x* € K, tal que q(x*) = r¥x*.

ii) Sir > r* no existe ningin x € K tal que ¢(x) = 7x.
Demostracion

i) Sea p: K — K definida de la siguiente forma:

plx) = ——q(x) (1]

por la hipotesis 4), > ¢;(x) > O para cualquier x € K, y por tanto p esta
i=1

bien definida sobre el compacto convexo K, y resulta ser una funcién
continua de X en si mismo. Aplicando a la funcién p el teorema del Punto
Fijo de Brouwer, concluimos que existe £ € K tal que p(%) = %

INgE

Sea r =
i

¢;(%) > 0. De [1] obtenemos ¢(%) = 7% [2]

1
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ii) Consideramos A = {r > 0/3 x € K verificando ¢(x) = rx}. Por [2], A es un
conjunto no vacio, A © R. Veamos que A esta acotado superiormente. En
efecto, por ser ¢ continuo en el compacto X [l¢(x)|| posee un maximo M en
K. Por otra parte, para cada 7€ A, existe x € K tal que ¢(x) = rx, de
donde:

llgE)ll = Il ll=ll < M
es decir,

N < —

M
ara todo r € A.
I P

Y por tanto A estd acotado superiormente.

Sea r* = sup A, y consideramos la funcién F(r, x) = 7x — g¢(x). Por la
continuidad de F, y por la compacidad de K, podemos asegurar que existe un
x* € K tal que ¢(x*) = r*x*. Entonces r* € A, y, obviamente se verifica.
C.Q.D.

Nota: El Teorema 1 garantiza la existencia de 7* > 0!, x* € K tales que ¢(x*)
= r¥*x*, siendo r* el mayor escalar positivo verificando la condicién anterior.
El escalar r* obtenido en el Teorema extiende las dos propiedades siguientes
que caracterizan a la raiz de Frobenius de una matriz no-negativa, 4:

i) Exister* > 0 y x* € K[Ax* = r¥x*.
ii) Sir es un valor propio de la matriz 4, r # 7, entonces 7* 2> 7.

Cuando el operador ¢ es indescomponible?, podemos asegurar la estricta semi-
positividad del vector x*, como se comprueba en el siguiente lema.

Lema. Sea ¢: R® — R" una funcién continua e indescomponible, tal que
g(x) 2 0six > 0,¢0)T =0.Sirx — g(x) 2 0 para algn 7 > 0 x > 0,
entonces x > 0.

Demostracisn. Razonando por reduccién al absurdo suponemos x 2= 0 x 3 0.

Sea P = {i[x; = 0}. Es facil comprobar que, si i € P, entonces ¢;(x) = 0 (ya que
g(x) = 0, y si g;(x) > 0 no se verificaria que rx — g(x) = 0).

Consideramos T = {i[x; > 0} y construimos un vector y de la siguiente forma:
9y =x=0sii€ P;0 <y < x;sii€ T. Para cualquier : € P tendremos por la
indescomponibilidad de ¢ que 0 < ¢;(») < ¢;(x) = 0, dandose la desigualdad
estricta para al menos un 7. Para tal i se obtiene una contradiccién.

C.Q.D.

Ellema anterior prueba que en el Teorema 1, x* > 0, cuando ¢ es indescompo-
nible. Por otra parte, en el mismo caso x > 0 para cualquier x € X tal que ¢(x)
= rx para algin r > 0.

1 Por b) g(x) # O para todo x € K, y por tanto, r* s 0.

2 Un operador ¢ es indescomponible si para todo subconjunto propio § = N = {1, ..., n}, §
# Ny paratodox,ye R"x; = 3, 1€ S, x; > y;sii ¢S, entonces ¢;(x) > ¢;(y) para todo ¢
€ §, verificindose alguna designaldad estrictamente.
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3. Una prueba alternativa al Teorema de Fujimoto (1979-1980)

En el articulo de Fujimoto (1979-1980) se presenta una extensién del Teorema
de Perron-Frobenius, para funciones continuas, indescomponibles y subhomo-
géneas, utilizando una familia paramétrica de funciones, F(x, A) de R" en si
mismo, A € R. En esta seccién realizamos una prueba alternativa de la generali-
zacibn realizada por Fujimoto, para el caso particular en que la funcién F(x, 4)
adopte la expresién, Ax — ¢(x), siendo ¢ un operador de R’ en si mismo. En el
Teorema 2 presentamos el resultado obtenido por Fujimoto en 1979, en térmi-
nos del operador g.

Teorema 2. (Fujimoto (1979)). Sea ¢: R — R” tal que:
a) g es continuo.
By g(x) >0six>0 ; ¢0) = 0.

¢) g es subhomogéneo>.

Entonces:
i) Existe 7 > 0, £ € K tal que ¢(#) = 7%
i) Si0 < r < #no existe x € K tal que g(x) = rx, si ademas ¢ es indescompo-
nible, ¥ > 0.

Nota: El «valor propio» 7 obtenido por Fujimoto verificando i) y ii) del
Teorema 2 y el escalar r* que se obtiene en el Teorema 1, no coinciden en
general. Esto es, ambos 7y r* pueden ser diferentes y existir simultineamente.
Es interesante sefialar que en la prueba del Teorema 2, Fujimoto utiliza el
minimo del conjunto A, mientras que en el Teorema 1, r* resulta ser el maximo
del conjunto A. Como consecuencia de ello se plantean dos cuestiones obvias:
¢Cuando puede asegurarse que A es un singleton?, ¢es dnico el vector x € K
asociado a cada valor de r en A? Fujimoto (1980) establecié que la respuesta a
ambas cuestiones es afirmativa, en el caso de que ¢ sea un operador subhomogé-
neo e indescomponible. A continuacién ofrecemos una prueba alternativa de
este resultado.

Teorema 3. (Fujimoto (1980)). Sea ¢: R" — R verificando:
a) ¢ es continuo.
b) qx) 20six 20 ; ¢0) =0.
¢) g es subhomogéneo.
d) ¢ es indescomponible.
Entonces:

i) Existe r* > 0, x* € K, x* > 0 tal que g(x*) = r¥*x*.
ii) Existe un unico x* asociado a 7*.
i) Sir # r*,r > 0 no existe x € K tal que ¢(x) = rx.
Demostracidn.  (Alternativa.)

i) Se deduce inmediatamente del Teorema 1.

3 Un operador ¢: R" — R", es subhomogéneo si q(kx) S kxV £k > 1,x > 0.
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ii) Sir* e R,, r* fijo, demostraremos que existe un unico x* tal que ¢(x*) =
3 4k s
rExk,

Sea
T = {xek, x> 0/gx) = r*z}

Por el Teorema 2, es un conjunto no vacio. Consideramos la siguiente
familia de funciones:

Th R — R THx) = kx, k> 1, keR
S R > RLS°(x) = x + 0, vef(RY) — {0}

Las funciones {T*} ke R, k = 1y {§*} ve f(R}) — {0} verifican los axiomas de
Fujimoto y Herreno (1985)*.

Sea la proposicidén Q(x) = «*x — ¢(x) = O». Para esta proposicion, la Premisa
Mayor se verifica, esto es,

a) Q(T*(x)) es cierto para todo £ > 1.

.
i % €2 entonces {b) (87 (x)) es falso para todo v € f(RY) — {0}

En efecto:

a) SixeZ,entonces r*x — ¢(x) = 0. Asf, paratodok > 1, tendremos r¥kx —
kq(x) = 0, por ¢) g(kx) < kg(x), con lo cual, r*kx ~ g(kx) = 0. Asi, Q(T*x)
es cierto para todo £ > 1.

b) SixeZ, entonces r*x — g(x) = 0.Seav > 0,2 # 0,0 > 0ey =x + v
Sea P = {ilx; = »;i} # 0. Como ¢ es indescomponible, para algin teP,
tendremos ¢;(x) < g;(»), asi-r*y; — ¢;(») < 0,y Q(S"%) es falso para todov €
SRY) = {0},

Si aplicamos el resultado de unicidad en Fujimoto y Herrero (1985), conclui-

mos que X es un singleton, es decir, x* es Gnico.

* Teorema 4. (Fujimoto & Herrero (1985)). Sea X un conjunto arbitrario y K < X,
K # X. Sean Py Q dos proposiciones sobre x € X, y T el conjunto:

T = {x e X/P(x) es cierto}
Por otra parte supongamos, que tenemos dos conjuntos de transformaciones: §*, T%: X
— X, siendo v, k parametros, v € I', k € Q. Verificando las siguientes hipétesis.
H.l. Sixe X, x ¢ K, entonces existe v € [, k € Q, tales que §°(x) = T*(x).

H.2. 5 Si)x,y € K, x # y, entonces existen v € I, k € Q, tales que §°(x) = T*(»), (0 ()
= T*(x)).

Si se verifica la Premisa Mayor:

Premisa Mayor.  Si x € Z, entonces Q(T¥(x)) es cierto para todo £ € Q y Q(S°(x)) es falso
para todo v € T.

Entonces si £ no es vacio, T es un singleton.
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iii) Es equivalente a comprobar que 7 en el Teorema de Fujimoto y 7* en el
Teorema 1 son el mismo.

Supongamos que existe r > 7y x € K, tales que ¢(x) = rx, como ¢ es
indescomponible, por el lema, x > 0.

Sea ahora £ > 0, ¥ € K, tal que ¢(X) = 7% # > Oy x # £, ya que porii) % es
tinico. De esta forma existira if%; < x;. Llamamos

X; . X;
= 4 MAGH = =2
po= mix {x} y 2 {1/ 2 fl}

Se verifica que: u%; = x;site Q, u % > x;si i ¢ Q. Con lo cual, u% > x, y porla
indescomponibilidad de ¢, para algtin ¢ € Q, g, (ux) > ¢;(x).

Por otra parte, por ser ¢ subhomogéneo, ug;(¥) = ¢;(ux) > ¢/(x), es decir, u#%;
> rx; Pero i€ Q, y entonces uf; = x;, de donde, # > 7 en contra de la hipétesis,
lo cual es una contradiccién. C.Q.D.

4. Observaciones finales

En las distintas extensiones del Modelo Lineal de Leontief (1940), la economia
queda descrita por un operador ¢: R% — R%, que representa la funcién de
requerimientos de inputs intermedios. De esta forma el sistema de cantidades
viene expresado como:

x=d + ¢q(x) | (3]

representando x, d € R" el vector de niveles de actividad de los sectores de la
economia y el vector de demandas finales respectivamente.

Los supuestos realizados sobre el operador semipositivo ¢, son compatibles con
distintos tipos de rendimientos en la economia a modelizar; de esta forma si ¢ es
un operador subhomogéneo, como ocurre en los modelos de Lahiri (1976) y
Lahiri & Pyatt (1980), la economia admite rendimientos crecientes, si los
supuestos basicos sobre g, son de diferenciabilidad y acotacién superior de los
requerimientos marginales de inputs, como sucede en el modelo de Sandberg
(1973), la economia puede admitir rendimientos variables, crecientes o decre-
cientes.

Cuando a las funciones de requerimientos de inputs intermedios, ¢, que descri-
ben los modelos de Sandberg y Lahiri, se les imponen la condicién ¢(x) > 0si x
2 0 (es decir, los requerimientos de inputs intermedios son distintos de cero
cuando existe alguna actividad en la economia) la condicién «r* < 1»3, resulta
necesaria para garantizar la resolubilidad fuerte® de los sistemas de cantidades

3 Siendo 7* el obtenido en el Teorema 1.
¢ Un sistema en la forma [3] se dice que es fuertemente resoluble si V d € R, 3xeR:
tal que x = d + ¢(x).
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asociados a cada modelo, si ademas ¢ es indescomponible la acotacién por la
unidad de la «raiz de Frobenius generalizada» resulta ser suficiente para la
resolubilidad fuerte del sistema [3] en los casos mencionados’. Asi pues, la
«productividad» del operador ¢ resulta necesaria para la resolubilidad fuerte de
los sistemas en Sandberg y Lahiri, siendo equivalente si ademas todas las
mercancias son basicas.

Otra cuestién a sefialar, es que la extensién del Teorema de Perron-Frobenius,
realizada en el Teorema 1, ha sido obtenida a partir de las hipdtesis comunes a
las distintas generalizaciones, del mismo teorema, citadas en la introduccién de
este trabajo. Ello permite aplicar el resultado a casos distintos, tales como los
modelos de Sandberg y Lahiri, como se ha indicado en el parrafo anterior. Por
contra, el hecho de utilizar un nimero minimo de hipbtesis en la obtencién del
resultado, hace que se pierda la unicidad y estricta semipositividad del vector
x* asociado al * obtenido, que es garantizado en la mayoria de las extensiones
citadas. En este sentido sefialamos, que la estricta positividad de x* se obtiene
en el lema, cuando se incluye el supuesto de indescomponibilidad de ¢g. Para
lograr la unicidad de x*, es necesario incluir junto con la indescomponibilidad
el supuesto de homogeneidad de ¢ (confréntese Morishima (1964)) o bien de
subhomogeneidad (Fujimoto (1979-1978)).
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Abstract

This paper deals with an extensién of the Perron-Frobenius theorem under weak
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when ¢ is subhomogeneous and indecomposable, an alternative proof to Fujimoto’s
(1980) on the uniqueness for both eigenvalue and the eigenvector is provided.
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semana para poder conversar con aquellos participantes interesados en su Area
de especialidad.

Programa

1. Bargainning and Experimental Economics

12-16 enero Ken Binmore and Avner Shaked (Reino Unido)
26-30 enero Charles Holt, University of Virginia (USA) y Universidad

Auténoma de Barcelona

2. Financial Markets and Agency Theory
23-27 febrero
R. Kijhlstrom, University of Pennsylvania (USA), Martin
Hellwig, University of Bonn (Alemania)
3. The Economics of Organizations
2-6 marzo Paul Milgrom, Yale University (USA)
9-13 marzo Bengt Homstrom, Yale University (USA)
4. Contracting with Asymmelric Information

23-28 marzoMichael Riordan, Stanford University (USA)

5. Spatial Competition and Product Differentation
6-10 abril Jacques-Frangos Thisse, G.O.R.E. (Bélgica)

I1I



10.

Dynamic Games with Applications to Strategic Competition
27-30 abril Drew Fundenberg, University of California Berkeley (USA)

Regulation and Public Intervention in Production
4-5 mayo Richard Gilbert, University of California Berkeley (USA)
18-20 mayo Roger Guesnerie, C.E.Q.C. (Francia)
Empirical Models of Oligopoly
95-29 mayo Timothy Bresnaham, Stanford University (USA)

Imperfect Competition and International Trade

8-12 junio Avinash Dixit, Princeton University (USA)

Industrial Policy in the European Economic Community and Spain

15-18 junio Se organizara un simposio con algunos ponentes invitados

_ Para las otras ponencias se abre un perfodo de solicitud. La fecha limite de
recepcién de articulos a presentar sera el 31 de enero de 1987. Los trabajos
deben enviarse al Comité Organizador:

Instituto de Anélisis Econémico
CS.1.C.

Universidad Auténoma de Barcelona
08193 BELLATERRA (Barcelona)

Comitée Organizador

Joan E. Ricarr (IESE, Avda. Pearson, 21, 08034 Barcelona,

Tel. (93) 204 40 00)

Xavier VIVES {Departament of Economics, University of Pennsylvania,

3718 Locust Walk/CR, Philadelphia, PA. 19104, USA,
Tel. 215. 898-1511)

Informacién

Para informacién mas concreta sobre calendarios, inscripciones o becas (tanto
residenciales como de inscripcién), dirigirse a:

v

TRINI MORAIRA

Instituto de Andlisis Econdémico
Universidad Auténoma de Barcelona
BELLATERRA, Barcelona

Tel. (93) 691 20 17



CUNFERENCIA ANUAL
E.A.R.L.E.
EUROPEAN ASSOCIATION FOR RESEARCH
IN INDUSTRIAL ECONOMICS

La décimocuarta conferencia anual de E.A.R.I.E. tendra lugar desde el dia 30
de agosto al 1 de septiembre de 1987 en el Colegio Mayor Empresa Piblica de
Madrid, en colaboracién con la Fundacién Empresa Pablica.

Las sesiones incluirdn una amplia gama de temas tales como: Teoria Econémi-
ca de la Organizacién Industrial, Economia Industrial y Organizacién de la
Empresa, Estudio de Casos Industriales, Politica Industrial (Competencia,
Regulacién, etc.), Empresa Piblica y Cambio Técnico e Innovacién; asi como
otras posibles 4reas en las que exista una interesante actividad investigadora
dentro del campo de la Economia Industrial.

Aquellos que estén interesados en presentar una ponencia deberan remitir tres
copias de la misma, en inglés, en las que se incluya un resumen, para su revisién
y evaluacién, antes del 15 de marzo de 1987. La extensién méixima de las
ponencias sera de veinticinco paginas, mientras que la del resumen sera de una
pégina. El envio de originales se dirigira al presidente del Comité de Programa-
cién, Oscar Fanjul, a la direccién postal de la Fundacién Empresa Pdblica. De
dicha direcciéon se puede requerir, asimismo, el boletin de suscripcién a la
Conferencia, asi como cualquier informacién adicional sobre la misma.

14.2 Conferencia E.A.R.L.E.
Fundacién Empresa Piblica

Plaza del Marqués de Salamanca, 8
28006 MADRID

COMITE EJECUTIVO

BrioscHi, Francesco (Italia) JEnny, Fréderic (Francia)

CarLssoN, Bo (Presidente anterior, Martugewson, Frank (Canada)
Suecia) Mossiv, Axel (Dinamarca)

DEe BonpT, Raymond (Bélgica) MuEeLLER, Dennis (EE.UU.)

DE Jong, Hank (Holanda) MULLER, Jiirgen (Alemania F.)

EriassoN, Gunnar (Suecia) NeuMaNN, Manfred (Presidente

Encaoua, David (Francia) Alemania F.)

Fanjur, Oscar (Espafia) RoMmaN, Zoltan (Hungria)

Gerosky, Paul (Reino Unido) Scuenk, Hans (Holanda)

HirscH, Seev (Israel) UNGER-STERNBERG, Thomas (Suiza)

Hoprk, Einar (Noruega) vOoN WEIZSACHER, Christian (Alemania F.)

JacouemMmin, Alexis (Bélgica) WaveErMANN, Leonard (Canada)

Yra-AnTiLLA, Pekka (Finlandia)

COMITE ORGANIZADOR

FanjuL, Oscar (Universidad Auténoma, Madrid)

Savas, Vicente (Universidad de Zaragoza)

SEGURA, Julio (Universidad Complutense, Madrid, y Fundacién Empresa Pu-
blica)

Vives, Xavier (Universidad de Pennsylvania)



3.** JORNADAS DE ECONOMIA INDUSTRIAL

Como en afios anteriores, las ponencias presentadas en las Jornadas habran de
ser trabajos no publicados con una extensién maxima de 25 folios que versen
sobre alguna de las areas englobadas dentro de la Economia industrial, prefe-
rentemente: Cambio Técnico, Estrategias de competencia monopolistica y Poli-
tica Industrial comparada con la CEE.

Los trabajos deberan de ser enviados antes del 1 de mayo a la Secretaria de las
3.2 Jornadas de Economia Industrial. Fundacién Empresa Publica, Plaza del
Marqués de Salamanca, 8, 28006 MADRID.

Para cualquier informacién adicional sobre las Jornadas se deberd contactar
con la Secretaria, bien escribiendo a la direccién arriba indicada o bien llaman-
do a los teléfonos: 404 30 78 y 404 34 54 (de lunes a viernes entre las 9 y 15
horas).
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