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En este articulo hemos presentado la teoria de valoracidn de activos derivados por el método de las
martingalas desarrollada por Harrison y Kreps en 1979. Como caso particular hemos calculado el
valor de una opcidn compradora. Hemos intentado el mdximo evitar las técnicas matemdticas y dar
al lector las referencias necesarias.

1. Introduccion

Nuestro proposito en este articulo es exponer la teorfa de valoracién de mar-
tingalas de Harrison y Kreps para poner precios a activos derivados en una
economia en la que se dispone de un activo principal. En particular expon-
dremos la férmula de la opcion compradora del activo principal, dado el pro-
ceso estocastico que siguen los precios del activo y la rentabilidad del activo
sin riesgo: la famosa formula de Black-Scholes. Especificaremos también la
«trading strategy» de la cartera duplicante del activo derivado.

Una completa y satisfactoria teoria de valoracion de opciones ha sido desarro-
llada desde que Fisher Black and Myron Scholes (19738) escribieron su primer
articulo sobre la valoracién de opciones compradoras. Para llegar a su for-
mula ellos crearon una cartera que instante a instante no tenia riesgo. Esta
cartera consistia en la compra de una accién y de la venta de la opcion. Esta
posicién se revisa continuamente de acuerdo con los cambios del valor de la
accion de modo que la rentabilidad de esta cartera es segura. Para evitar opor-
tunidades de arbitraje el valor de esta cartera en cualquier momento tiene que
ser su valor final descontado a la tasa sin riesgo. Una ecuacién en derivadas
parciales se obtiene de la dinamica que gobierna esta cartera cuya solucién
con las condiciones de contorno habituales es la celebrada formula de Black-
Scholes.

Merton (1977) encontré un modo general de valoracion de activos derivados.
Un activo derivado es un activo cuyo valor en una futura fecha especificada
estd inicamente determinado por el valor de otro activo, el activo principal.
Una opcién compradora es un activo derivado cuyo activo principal es la
accién y por tanto, la valoracién de opciones compradoras es una aplicacion
particular de este método de valoracién de Merton que es més general.
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Las hipétesis del modelo de valoracion de activos de Merton son la existencia
de un activo sin riesgo cuya tasa de retorno r es constante y conocida sobre el
tiempo. Un activo para el cual se conoce el proceso estocastico que genera su
valor sobre el tiempo, y que puede ser representado por un proceso de difu-
sion, y un segundo activo, el activo derivado, cuyo valor en un momento
determinado es funcién del valor del primer activo. El articulo de Merton da
el valor de este segundo activo como solucién de una ecuacion en derivadas
parciales con condiciones de contorno dependiendo de los términos del
activo derivado. Merton también especifica la «trading strategy» a tiempo con-
tinuo que produce una cartera compuesta del activo sin riesgo y del primer
activo, cuyo valor en cualquier instante es el valor del activo derivado. Este
modelo permite que el activo principal y el activo derivado paguen a sus
poseedores una corriente continua de dividendos y la estrategia que lleva la
cartera duplicante es, en lenguaje de Harrison y Kreps, una estrategia autofi-
nanciada. Es decir, que no son necesarios nuevos fondos para mantener la
cartera distintos de los iniciales. Volveremos mas tarde a este punto.

Un tratamiento diferente de la valoracién de activos derivados fue sugerida
por Cox y Ross (1976) y plenamente desarrollada por Harrison y Kreps
(1979). Ellos dan condiciones sobre el precio de los activos para que sean
martingalas en una adecuada filtracion de un adecuado espacio de probabili-
dad. El valor actual de estos activos es su valor esperado futuro en este espacio
de probabilidad.

Después de presentar este marco de martingalas en la segunda seccion de este
articulo (las referencias para entender este modelo son Cox, J. y Huang, D.
(1986); Doffie, D. (1988); Harrison, J. M. y Kreps, M. (1979); Harrison, J. M.y
Pliska, S. (1981)1o utilizaremos en la tercera seccién para derivar una valora-
cién de los activos derivados cuando se dispone del proceso estocastico que
gobierna el precio del activo principal. Se da también la «trading strategy»
para la cartera reduplicante del activo derivado. El propoésito de este articulo
es resumir y presentar de un modo sencillo el método de las martingalas para
la valoracion de activos derivados.

2. El modelo

Para formular el modelo de mercado comenzamos especificando un hori-
zonte temporal T que es la fecha terminal de toda actividad econémica. Los
activos se pueden negociar en cualquier tiempo ¢ entre 0 y T (0 £t < T). Fijamos
también un espacio de probabilidad (2, F, P), donde cada ® ¢ Q2 se puede
interpretar como una completa descripciéon de un posible estado del mundo.
F es la o-algebra de sucesos distinguibles en el momento T, y P es una proba-
bilidad sobre (Q,F). Es necesario en el modelo que todos los inversores estén
de acuerdo en qué sucesos F tienen una probabilidad positiva de ocurrir, pero
no es necesario que estén de acuerdo en la asignacion de probabilidades. El
modelo permanece siendo valido si cambiamos P por cualquier probabilidad
equivalente Q (una probabilidad Q es n la cual P(A) > 0 si y solo si Q(4) > 0).
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Los inversores estan dotados de una estructura de informacién que es una
familia de sub-c-algebras de F = {F,:0 <t < T} que es una completa especifica-
cién de la revelacion de la informacion a lo largo del tiempo. Por ejemplo, si
un suceso A pertenece a F, entonces en el momento £ los inversores conocen si
el verdadero estado del mundo estd en 4 o no. Supondremos que F es cre-
ciente (F, ¢ F, parat <s) es decir, que la informacion revelada no se olvida. F, =
F es decir, que en el momento T nosotros conocemos cual es el verdadero
estado del mundo. En el momento 0 sé6lo conocemos los sucesos que tienen
probabilidad 0 6 1 de ocurrir. F es, en lenguaje probabilistico, una filtracion.
Mas tarde explicaremos como los inversores obtienen esta estructura de
informacion.

Los activos disponibles en el mercado son los habituales en la economia de
Black-Scholes:

a) Un activo principal que por conveniencia supondremos no paga dividen-
dos antes del momento T. Podemos pensar en una acciéon pero podria ser
cualquier otro activo.

b) Un activo sin riesgo con tasa de rentabilidad conocida y constante 7.

Supondremos que los precios s, del activo principal a lo largo del tiempo
siguen una distribucion logaritmo normal, es decir:

S,=exp[(p——;—ci)t+cw(t)]

donde ®(t) es un movimiento Browniano standard (una buena referencia para
el movimiento Browniano standard y para conceptos de probabilidad usados
en esta teoria son Chung (1974) y Durret (1984). u y o se pueden considerar
como funciones de t y S, 0 como constantes.

El valor del activo sin riesgo en el momento ¢ lo representamos s,(t). Este
activo da derecho a un délar en el momento T, por lo que

So(t) = exp [—1(T—1)]

La informacion comun F, disponible en el momento ¢ es la que revelan los
precios del activo principal hasta el momento ¢. No se conocen cuales seran
los precios después del momento /, por tanto F, es la sub-o-algebra generada
por §; para 0 <5 <¢. En lenguaje matematico.

F, =0 {8;:0¢5<t} = o {o(s):0<s <t}

La ultima igualdad se verifica porque S, v @, estan deteministicamente
relacionados.

También supondremos que estamos en un mercado ni fricciones, es decir
que no hay ni impuestos ni costes de transacciones. El tomar prestado y la
venta a crédito estd permitida sin restricciones y los tipos de interés para
tomar prestado y para prestar son los mismos. La negociacién tiene lugar con-
tinuamente (estamos en un mercado continuo).
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Una «rading strategy» es un par de funciones ®, y @, de QX[0,T] en R.
Dy (w,t) y D, (o,t) son respectivamente el nimero de unidades del activo sin
riesgo vy del activo principal que el inversor tiene justo antes de negociar en el
instante ¢. Una natural restriccion sobre @, y ®, es que sus valores son los
mismos para estados del mundo que son indistinguibles antes del momento
t, dada la estructura de informacion F. En lenguaje matematico eso significa .
que @, y @, son predictibles con respecto a la filtracion F.

Una estrategia autofinanciada es una que no requiere ni genera fondos entre
el momento 0 y T.

V(t) = @y(t) So(t) + @y (t) S (t) = D,(0) S,(0) + P,(0) S(0) +
[L®y(s) dSo(s) + [ ®@,(s) dS,(s)  para 0<t<T (1]

Esto significa que el valor de la estrategia en el momento ¢ es su valor inicial
mas las ganancias o pérdidas de capital acumulada. La segunda integral en
esta ultima expresién tiene que interpretarse como una integral estocastica.

Antes de enunciar el resultado clave de esta seccion necesitamos una defini-
cién: una oportunidad de arbitraje es una «trading strategy» (®,, ®,) con
coste inicial cero y con una probabilidad positiva de que en el momento T
tenga valor positivo. Es una oportunidad sin riesgo de obtener ingresos sin
realizar ninguna inversiéon y por tanto no puede subsistir en una economia
en equilibrio.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el principal hecho de nuestro
modelo:

Proposicién 1: (Cox, J. y Huang, D. (1986); Harrison, J. M. y Kreps, M. (1979):
Harrison, J. M. y Pliska, S. (1981)). Si nuestro sistema de precios (S, $,) no
permite oportunidades de arbitraje, existe una probabilidad Q sobre (Q,F),
equivalente a P, para la cual el precio descontado del primer activo

S1(8) = S$1(8)/So(2)

es una martingala. Ademas el reciproco es también cierto si sélo permitimos
estrategias @, para las cuales

E ([,1®@.(1) $3(0)] df) <
donde E” es el valor esperado bajo Q.

Una martingala sobre un espacio de medida (Q,F,Q) con respecto a una filtra-
cién F = (F,), es un proceso estocastico (X,), cuyo valor esperado en una fecha
futura es su valor actual

EQ(X,|FL)=X, paraf <s

Debe comentarse que los precios descontados de un activo no son los valores
actuales de ese activo, sino que son los precios que tendrian en una economia
en la que los tipos de interés fueran cero.
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Un activo derivado se dice que es negociable si existe una estrategia autofi-
nanciada que reduplica en cualquier momento el valor activo derivado. Si un
activo derivado es negociable su valor tiene que ser el precio de esta estrategia
duplicante autofinanciada. Si no hay oportunidades de arbitraje, todas las
estrategias duplicantes tienen que tener el mismo precio, v este activo deri-
vado se dice valorado por arbitraje.

En la proposicién 1, si la probabilidad equivalente Q bajo la cual S| es una
martingala, es tnica, entonces todo activo derivado tiene un unico precio
compatible con (S, §,) que es el valor neto del futuro valor esperado bajo Q.
En este caso Q se llama la tinica martingala equivalente.

3. Los resultados

Nuestro proposito es exponer cémo se valora un activo derivado X cuyo valor
en el momento 7 X (T) es una funcién continua g del valor S, en el momento T
de nuestro activo: X(T) = g(S;), v también encontrar la estrategia autofinan-
ciada que genera X.

3.1. La formula de valoracion

Nuestro primer trabajo es encontrar la tnica martingala equivalente del
modelo mencionado en la secciéon 1.

Dado

Su(t) = exp[—r(T—1)]

S,(t)=exp[u——;~02)t+cm(t)]

los precios descontados de nuestros activos son

S}‘,(t) =1
S1(t) = 8,(t)/So(t) exp(rT) exp [ (p e %‘i ) t+ow(t) ]

Por el lema de Ité

dsi(t) = exp(rT) [S)(t) (u—r) dt+S1(¢) odw(t)]

1(@) = exp [ - J’Z (L; r) wdt — %f: (———“ ; r)2dt]

Sea

Q(A) = [ n(w) dP(w) parad e F
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Q es una medida de probabilidad sobre ({2,F) equivalente a P. Si suponemos
una condicién técnica necesaria, por el teorema de Girsanov (ver Girsanov, 1.
(1960); Harrison, J. M. y Kreps, M. (1979)), como ® es un movimiento Brow-
niano standard bajo P

0 (o)

©'(t) = o) + J‘l (ﬁ;r—) ds

es un movimiento Brawniano standard bajo Q.

do’(t) = do(t) + (%) dt y

ds;(t) = exp(rT) S}(t) odw™(t)
Aplicando otra vez el lema de Itd, tenemos

S1(t) = exp(rT) exp [ oo (t) — %cﬂt ]

que se puede comprobar facilmente es una martingala con respecto a Q. La
demostracion de la unicidad de Q es un resultado técnico standard y se puede
encontrar en Cox, J. y Huang, D. (1986); Harrison, J. M. y Kreps, M.
(1979).

Para calcular el valor de X en cualquier momento ¢, sabemos que
X(t) = X(1)/So(t) = E'[X(s)/ So(s) | )] parat<s 2]

Paras =T

ol ( exp [r(T—1)] S, (t) exp ( fola" (1) = @' (5] = 5~ c*(T—1) ) )

y [2] se convierte en

exp [1(T—1)] X(t) = E'[X(T)|F}]

Como ' (t) es un movimiento Browniano standard con respecto a Q, " (T) — @’ (t)
estd Q-normalmente distribuido con media 0 y varianza T+, y por tanto

X(t) = exp [=r(T—1)] E'[X(T) | F]] = exp[—r(T—1)]

|
f I (exP[T(T~l)] 5,07 T T dy 3]

-0

~”) 2n(T—t)

que da el valor del activo derivado en el momento ¢.
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3.2, La «Trading Strategy»

Nuestra siguiente tarea es determinar la «trading strategy» que produce la car-
tera duplicante. Sabemos que

$,(t) = exp [(r——%—oz) t+oco’(t)]

ds,(t) = 18,(t) dt + §,(t) odv’ ()
El precio descontado de X es funcion de ¢ y de S,, pudiéndose escribir
X'(t) = f(£S:(8)) = X(t) exp[r(T—1)] = f(6.5,(1)) exp[r(T—1)] (4]

Aplicando otra vez el lema de It6 (es facil comprobar que f es suficientemente
diferenciable para que el lema pueda utilizarse), obtenemos

JE5:(8) =1(0,5,(0) +
+ f exp[r(T—t}][%ﬁ_\Sfcz + 78\, — rf+f,] ds +
0

+ f exp[r(T—t)] fsS,0dw’ [5]
0

Para quef” sea una martingala con respecto 2 Q, el término en dt tiene que ser 0,
y por tanto f ha de ser la solucién de la ecuacién diferencial

1 2
—Z-—fgSSfcl-i-rSlfg*rerﬁ:O [6]

con las condiciones de contorno f(T, S;) = g(S;)
que es la ecuacion diferencial fundamental que satisface el valor de los
activos derivados.

La condicién de autofinanciaciéon [1] en el sistema descontando los precios
puede escribirse como

V(1) = = @0+ @,(0)51(0) + | ®y(s)dsis)
Sall) :

La primera integral de [1] aqui desaparece porque dS;(s) = 0: las ganancias o
pérdidas de capital descontadas del activo sin riesgo son cero.

De [4] y [5] obtenemos que

£65,0) = /10.5,(0) + | explr(T=0)15,0d0" =
" 0
£0,5,0)) + | exp(rT) fidsi o)
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v concluimos que

D, (1) = exp(rT) f5(.5:(t))

La posicién en el activo sin riesgo tiene que ser el valor total de la cartera menos
el valor del activo con riesgo:

D, (1) = f(t.S,) — exp(rT) S, (t) fs(£,5:(£))

3.3. Un ejemplo particular

Nuestro ultimo propoésito es utilizar esta teoria para obtener la férmula de
Black-Scholes para el valor de una opcién compradora sobre un activo princi-
pal. Esto no es otra cosa que laférmula [2] parag(x) = max(x-£,0), donde k es el
precio de ejercicio de la opcién:

X(t) = exp [=r(T—1)] J max|exp[r(T—t) S,(t) P el k]
——1—'—g~2[;i1) dy
VET
Sea
log : + LcsZ(T—t)
. exp[r(T—t)] $,(t) 92
’ o
explr(T=0)] $y(t) | L op
L tane % ; + 5 oH(Tt)
| r—t oV T—t
-y lo exp[r(T:” 500 Loy
d, = =
2 vT-t oy T—t
entonces

X(t) = exp [=r(T—t)] r(exp[r(T—t)] S, (t) 2 k)

2

l R

2
————¢ ATy =
Vv en(T—1)

2 "2

- w1 X
“du — kexp|—r(T—t f =t ‘qu=
p[—r(T—t)] . /om

=35,() Jm

1
=d| \/57

[4



VALORACION DE ACTIVOS FINANCIEROS POR EL METODO DE LAS MARTINGALAS 97

= 5,(t) N(d,) — k exp[—7(T—t)] N(d,)

donde N{-) es la funcién de distribucién normal standard. En este caso la
estrategia duplicante es mantener en cada instante t N(d,) unidades del activo
S, y el resto del dinero X () — N(d,) §,(¢) invertido en el activo sin riesgo.
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Abstract

Our purpose in this paper is to present the Harrison and Kreps martingale theory for
valuation of derivative assets. After exposing in the first section the general framework
of this methodology, we will develope in the second section the formula to valuate
derivative assets when the stochastic process followed by the underlying asset is availa-
ble, and the self-financing strategy that duplicates the derivative asset. The valuation of
an european call option is given as a particular example of this methodology. The paper
ends with a summary of the article.
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