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NUCLEO DE UNA ECONOMIA CON INFINITAS
MERCANCIAS*

Manuel BESADA, Margarita ESTEVEZ, Carlos HERVES
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En este articulo se consideran economias de intercambio y economias con produccién en las que un
mimero finito de agentes intervienen en un espacio de mercancias de dimension infinita. Utilizando una
propiedad de compacidad en el espacio de las mercancias, establecemos la existencia de asignaciones en
el niicleo bajo hipdlesis habituales en el caso finito dimensional.

1. Imtroduccién

La teoria del niicleo de una economia, que puede ser considerada como un caso
particular de la teoria de juegos de J. von Newman y O. Morgenstern (1944),
se encuentra en la actualidad bien desarrollada y sistematizada debido, entre
otras, a las aportaciones de V. Boehm (1974), W. Hildebrand (1974) y, funda-
mentalmente, H. Scarf (1967).

Una de las razones que inducen a estudiar la existencia de asignaciones en el
nicleo de una economia, ademas de garantizar la existencia de Optimos de
Pareto, es que todo estado de equilibrio es un elemento del niicleo. El nicleo de
una economia consiste en aquellos estados que ningin grupo de agentes puede
«mejorar». Un grupo de agentes puede «mejorar» un estado de una economia
s ese grupo, utilizando los medios disponibles, puede conseguir que cada uno
de sus miembros se encuentra mas satisfecho con otro estado diferente.

Los resultados de Scarf (1967) (generalizados por Boehm (1974)) relativos al
nucleo de un juego de m personas, han permitido establecer, bajo hipétesis
habituales, la existencia de asignaciones en el nicleo de economias que se
desarrollan en el espacio de mercancias R".

Permitiendo infinitas posibilidades en cualquiera de las caracteristicas que
describen las mercancias (en sus propiedades fisicas, su situacién en el espacio o
el instante de tiempo en que se hacen disponibles), el espacio donde se ha de
desarrollar la economia es un espacio £ de dimensién infinita. Esta situacion se
produce, por ejemplo, cuando las mercancias significan distintos niveles de
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consumo en distintos periodos de tiempo que se suceden consecutivamente.
Una consecuencia de que el espacio de las mercancias sea de dimensién infinita,
es que muchos de los resultados utilizados en el estudio del nicleo para econo-
mias que se desarrollan en R” no pueden ser utilizados en este marco.

En este articulo se considera una economia &, que se desarrolla en un espacio
de mercancias E de dimensién infinita, sometida a ciertas hipdtesis y se demues-
tra la existencia de asignaciones en el nacleo de & bajo condiciones que son
habituales en la literatura relativa al tema.

En el epigrafe 2 nos ocupamos del caso en el que & es una economia de
intercambio, y en el epigrafe 3 del caso de economias con produccién; en ambas
situaciones los resultados se obtienen al demostrar que la economia puede ser
interpretada como un juego que verifica las correspondientes hipétesis de los
resultados obtenidos por Boehm (1974) para juegos de m-personas, y que aqui
aparecen respectivamente como lemas 1 y 2.

2. El niicleo de una economia de intercambio

Consideremos una economia de intercambio & = (X, Z;, w; 7 € I) que se
desarrolla en un espacio de mercancias £ de dimensién infinita. El conjunto [/
= {1,2,..., m} indica la familia de los agentes consumidores, cada uno de los
cuales dispone de unos recursos iniciales w; € X; y tiene definida una relacién de
preferencias >; en su conjunto de consumos posibles X; contenido en el espacio
de las mercancias E.

Una coalicién de agentes es cualquier subconjunto § del conjunto de todos los
agentes 1. Se dice que una coalicién de agentes S bloquea a un estado x = (x,,

.- %,) de una economia &, si existe un estado z = (zy, ..., Z») tal que
i) Z g = z w;
ieS ief§

i) z > i para todo i € S.
Esta definicién de bloqueo puede debilitarse sustituyendo la condicién ii) por
i) 2z > & para todo ¢ € § y existe al menos un j € / tal que z; > jw;

obteniéndose asi el concepto de bloqueo débil. En el supuesto de que las
relaciones de preferencias sean estrictamente monétonas® y continuas, ambas
definiciones coinciden.

m
Un estado x = (x4, ..., %,) de la economia & se dice realizable si Y o=
m =1
Y, ;.
=1

El nicleo de una economia & es el conjunto de todos los estados realizables que
no estan bloqueados por ninguna coalicién de agentes,

! Six, ye X;conx >y entonces x > ;J.
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El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente

Teorema 1. Sea & = (X, Z;, w;, i € I) una economia de intercambio en la que

1) El espacio de las mercancias E es un espacio vectorial topoldgico parcial-
mente ordenado por <, enel que E; = {z€ E: 0 < z} es cerrado; ysix €
E, el conjunto [x], = {z € E, : z < x} es compacto.

2} X; c E, es separable, cerrado, convexo y w; € X; para cada i € L.

3) Para cada i € I, =; es una relacién de preferencias convexa definida y
continua en Xj;.

Entonces el nicleo de & es no vacio.

Siguiendo a H. Scarf (1967), V. Boehm (1974) prueba un resultado de existen-
cia de niicleo en un juego de m-personas. Nosotros probamos que la economia
& es un juego que estd en las condiciones del teorema de V. Boehm y por lo
tanto su nicleo es no vacio. Para ello es necesario introducir algunos conceptos,
entre los que se encuentra el de niacleo de un juego.

Un juego de m-personas es una terna (I, ¥, H) en la que
a) I = {l,..., m} es el conjunto de jugadores.
b) H es el conjunto de resultados posibles, H < R™.

¢) V es una correspondencia que asocia a cada coalicién § < 7, un conjunto
V(S) de R® (subespacio de dimensién # § subyacente a las coordenadas de
S).

Al conjunto V(S) se le denomina conjunto de vectores de utilidad que puede ser
obtenido por la coalicién S. En general, a la correspondencia V(-) se le denomi-
na funcién caracteristica del juego (1, V, H).

Una coalicién S bloquea un vector de utilidad w € V(1), si existe un o* = (#f) €
V(S) tal que v; > w; para todo ¢ € S. El nicleo de un juego es el conjunto de
resultados posibles, x € H, que no pueden ser bloqueados por ninguna coalicién
de agentes.

Una familia de coaliciones 4 = {§:§ < I} se dice equilibrada, si para cada
§ € 9 existen coeficientes positivos, también llamados pesos, d; tales que para
cada ¢ € I se cumple

Y od =1

Se¥,;

donde 9; = {S€ ¥ :ie S}. Unjuego (1, V, H) se dice equilibrado si para cada
familia equilibrada de coaliciones ¥,

N (V(S)xR1S) < H
Se¥
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Lema I (Boehm (1974-)). Sea (I, V, H) un juego equilibrado para el que H =
V(I) es acotado superiormente y para cada § < [ se cumple:

1) V(S) es no vacio y cerrado.

2) Sixe V(S),ye RS y < x entonces y € V(S).

En estas condiciones el ntcleo de ({, ¥, H) es no vacio.

Demostracion del teorema 1

Puesto que X; es separable, podemos representar cada relacién de preferencias
=, definida en X;, mediante una funcién de utilidad ¢; : X; — [0, 1], lo que
nos permite definir para cada coalicién § < [

L

que verifique  x; = Y o;

ieS ieS

v(s) = {v e RS : uy(n) > o para algin estado (xy, ..., xm)}
w

y H = V(I). Probaremos que ({, H, V) es un juego equilibrado que estd en las
condiciones del lema de Boehm.

Evidentemente H es acotado por la definicién de las funciones de utilidad; V(S)
es no vacio pues por hipdtesis w; € X;. Las condiciones del espacio de las
mercancias permitiran probar que V(S) es cerrado; en efecto, sea {+*} = V(S)
una red tal que » = lim ¢*. Para cada «, existe x* = (7, .. ., x7,), tal que #;(x{)
=y z; x5 = z; ;. Por ser [w] , compacto, podemos considerar sin pérdida
1€, L&
de generalidad que {x{} es convergente a x;, verificando ), x; = Y, w;, y por la
ieS ieS

continuidad de la funcién de utilidad

u(x;) = lim y(xf) = lim of = o,

con lo cual v € V().

Por altimo probaremos que el juego (I, V, H) es equilibrado; esto es, si 4 es una
familia equilibrada de coaliciones, debe verificarse

N (V(8$)xR™S) « H
N=9

Seave [ (V(S)xR"S); para cada S, v € V(S) y tiene asociado planes x* = (x5)
Se¥
conxfe X, Y &= Y, Y, u(x}) = vf para cadai€§.
ieS ieS
Por ser 4 una familia de coaliciones equilibrada, para cada S, existe d; > 0

tal que Z d; = 1. Como X; es convexo, el plan definido por x; = Z dex esta
§e%, 5e%;
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en X; para cada 1 € I. Por la convexidad de las preferencias u;{x;) > min

Se¥;
{u;(«5)}, por lo que u(x;) > v; para cada i € I; ademas )
Lu=y Yoddd=)dy =
i=1 i=1 Se¥%; S=% €S
= d w; = w; dy, = S w;
sgg * ;ezs iZl s;;i i=21
y por lo tanto v e V(I) = H c.q.d.

3. El niicleo de una economia con produccién

El objetivo de este epigrafe es el de presentar un resultado analogo al teorema
del epigrafe anterior para economias con produccién. Para ello consideraremos
algunos conceptos especificos de tales economias, a las que aplicaremos algunos
resultados de la teoria de juegos.

Sea & = (Y, X;, Z;, w;, i € I) una economia con produccién. Para cada
coalicién de agentes § < I, denotemos por ¥ al conjunto de las producciones
posibles a las que tienen acceso los individuos de la coalicién S. Denominamos
distribucién de produccién, o distribucién tecnolédgica, de la economia &, a la
familia de conjuntos (15, ¥, § < I).

Este concepto se hace necesario al permitir que los agentes econémicos actiien
en coalicidn; pues en general, para dos coaliciones §; y §, la suma de dos
producciones posibles separadamente no tiene porque estar relacionada con
una produccién posible de la coalicién §; U S§,. De esta forma una mejor
descripcién del conjunto de produccién, es la dada por la coleccién (15, 7,8 =
I) de subconjuntos del espacio de las mercancias. Notese que incluso no tiene
porque existir una relacién directa entre ¥ e ¥, y también puede ocurrir que si,
por ejemplo, el proceso de decisién es cada vez mas complicado al aumentar el
ntmero de elementos de la coalicién, podrian existir producciones posibles »* €
¥® que no fueran posibles para el conjunto de los agentes.

Todas estas consideraciones motivan los conceptos que se dan a continuacién.
Una coalicién de agentes § bloquea a un estado x = (x4, ..., x,) de la
economia &, con distribucién de produccién (1%, ¥, S < I), si y sélo si existe
un estado z = (zy, ..., Zm) tal que

i Y a—- Y o=yl
i€S €S

(i) z; >;x; para cadat € S.

m m
Un estado x = (xy, . . ., %, de la economia & se dice realizablesi Y x; — Z‘ w;
= =

e’
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El nicleo de la economia &, con distribucién de produccién (Y5, ¥, S < I), es
el conjunto de todos los estados realizables de & que no son bloqueados por
ninguna coalicién de agentes S.

Una distribucién de produccién (¥5, ¥, S = I) se dice equilibrada, si para

cualquier familia equilibrada % de coaliciones, se verifica

Ydr¥cr

Sed

donde por d; se denotan los correspondientes coeficientes de la familia equili-
brada de coaliciones.

El resultado de Boehm que se enuncia a continuacién, que es una generaliza-
cién del teorema de H. Scarf (1967), permite representar una economia con
produccién mediante un juego equilibrado.

Lema 2. (Boehm (1974)). Sea (I, V, H) un juego equilibrado y supongamos
que para cada S < [ se verifica:

1) V(S) es no vacio y cerrado.

2) sixe V(S),»e RS, y < xse tiene y € V(S).

3) H es no vacio, cerrado y acotado superiormente.

4) Sixe H ze R" z £ xse tiene z € H.

Entonces el nicleo de (I, ¥, H) es no vacio.

Teorema 2. Sea & = (¥, X;, Z;, w;, 1 € I) una economia con produccién, con
una distribucién tecnolégica (15, 7, S = I) en la que

1) El espacio de las mercancias E es un espacio vectorial topolégico, parcial-
mente ordenado por <, enelque E, = {z€E:0 < z} escerrado; ysix €
E, el conjunto [x], = {z€ E, : z < x} es compacto.

2) X; < E, es separable, cerrado, convexo y w; € X, para cada i € L

3) para cada i € I, Z; es una relacién de preferencias convexa, definida y
continua en X;.

>

) Oe Y% paracadaie L

ot

) Yes cerrado; 1° es cerrado para cada S = Iy E, N (¥ + ) es compacto.

) (—E,) = Ye¥ + Yt
)

(=2}

7) (75, Y, S < I) es una distribucién equilibrada.

Entonces el nicleo de & es no vacio.
Demostracién.  Probaremos que la economia puede ser representada mediante

un juego (1, H, V) que esta en las condiciones del lema 2 de Boehm y que por lo
tanto tendra nicleo no vacio.
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Denotemos para cada coaliciéon § < /

X == (xz?)iesix'EEXiazxfeys"'ws}

ieS

siendo @® = ) ;. Sea 7 la familia de todas las coaliciones § para las que
ieS

X5# ¥. La familia T es no vacia puesto que {z} € t para todo i € /, pues de la

hipétesis 4) se deduce que w; € X1,

Para § < I, la familia de coaliciones {S, {i}, i ¢ $} es equilibrada con
coeficientes d; = 1, dy = 1 y puede aplicarse, pues, la hipbtesis 7) para

obtener que 15 + Y ¥ < ¥y puesto que 0 € ¥¥, ¥ = ¥ para todo § < I.
by :
Ademés ¥® + ©° = ¥ + o. En efecto, al ser —w + o' € (—E,) < 1,
y+o'=y+(-0+0)+0el+7Y+0c?+ow

El conjunto X° es compacto, pues es cerrado ya que X; e ¥S son cerrados y esta
contenido en el compacto H [E. 0 (Y5 + o%],.
ieS

Para definir la funcién caracteristica V(*), denotemos para cada i € 1, V({i}) =
max {u,(x;) : x; € X%} en donde y es la funcion de utilidad del i-ésimo agente,
que existe en virtud de que el conjunto X, es separable. La funcién 7 se
extiende a cualquier coalicién S, poniendo

V(S) = (vi)iES = (méx ui(xi))ies € RS, Si S €T
xeXs
y 7(8) = [] V({i}) si § ¢ 7. Definimos ahora la funcién caracteristica del juego
ieS

por V(S) = V(S) + (—R3%) que por su definicién verifica trivialmente las
condiciones 1) y 2) del lema 2 de Boehm.

Sea

1

H = (3)ir = (max u(x;) : x; € X, 5% €Y + 0)

i=1

H esté bien definido; pues el conjunto de los estados realizables (x4, . . ., x,,) con
m

m
x; € X, Z X — Z w; € ¥, es compacto. En efecto; es cerrado, no vacio ya que
i=1 i

i=1

como ¥® = ¥ para todo S < Iy en particular ¥ = 7, se tiene que 0 € ¥ lo

m
que pone de manifiesto que o es realizable; como x; < ). x;€ ¥ + w se tiene
=1
que x; € X; N [EL N (¥ + )]+ que es compacto.
Definimos el conjunto de resultados posibles H = H + (—R%) que obviamente
verifica las hipdtesis 3) y 4) del ya mencionado lema.
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Veamos que (Z, V, H) es un juego equilibrado

Sea % una familia equilibrada de coaliciones. Veamos que si v € (| (V(S) x
Se9
R"%) entonces v € H.

Como ¢* € V(S) para cada § € 4, existe un »° tal que ; = o < u(x}) para cada
1€ 8. Sea x; = z dyx; para cada ¢ € I. Veamos que (x,, ..., %,) €s un estado

realizable y que v ‘< u;(x;). En efecto,

Lu=Y Ldi=2 d)ad=0 dy+ o) =

i=1 i=1 Se%,; Se¥ ieS Se%
= a’sys+ZdZa)~y Z Zd~y+a)
Se% N ieS i=

Por otra parte, por ser las preferencias convexas,

ui(Z dsfi) > min {5(x) : 5, S€ G} > 0
Se¥;

Conclusiones

La hipétesis de separabilidad permite garantizar que las relaciones de preferen-
cias pueden ser representadas mediante funciones de utilidad y asi utilizar el
teorema de Scarf (1967) o las correspondientes generalizaciones de Boehm
(1974); en consecuencia la hipdtesis no es necesaria si se exige la existencia de
funciones de utilidad que representen las preferencias de los consumidores. Por
otra parte, si el espacio vectorial topolégico £ es normado separable, métrico
separable o en general 2-contable, no seria necesaria la hipétesis de separabili-
dad en los conjuntos de consumo X;. En cuanto a los distintos aspectos conteni-
dos en la hipétesis 1), es decir, la exigencia de la existencia de un orden parcial
«<», el carater cerrado de E, y la compacidad de [x],, hacemos notar que
son verificadas por los espacios de mercancias utilizados en la literatura; asi por
ejemplo las verifica, RN con la topologia producto considerado por Peleg y
Yaari (1970), [, con la topologia de Mackey del par dual (/,, ;) utilizado por
Bewley (1972) y Aratijo (1985). Por otra parte, cualquier espacio de sucesiones
representables por el espacio perfecto (A (P), 1) (véase Besada, M., Estévez, M.,
Hervés C. (1988a), Kothe (1969)) cumple la referida hipétesis. Si como es
frecuente, (Aratjo (1985), Besada, M., Estévez, M., Hervés, C. (1988), Mas-
Colell A. (1986) y Peleg B., Yaari, M. (1970)), los conjuntos de consumos
posibles X; coinciden con E, en los anteriores ejemplos se verifica también la
hipétesis de separabilidad.
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Abstract

In this paper we consider exchange economies and production economies with an
infinite number of commodities and finitely many agents. We use some compactness
condition in the commodity space to prove the existence of allocations in the core, under
the customary assumptions in the finite-dimensional situation.
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