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CONTROL OPTIMO DE SISTEMAS LINEALES
CON EXPECTATIVAS RACIONALES

Emilio CERDA TENA*
Universidad Complutense de Madrid

En este trabajo se considera el problema de control Gptimo de sistemas lineales con expectativas racio-
nales, cuando la funcién objetivo es cuadrdtica y el horizonte temporal es finito. No se cumple la hipo-
tesis de causalidad, por lo que no son directamente aplicables las técnicas habituales de teoria de

control. Se presenta un método, que se apaya en la programacin dindmica, que resuelve el problema.
Se ilustra el método con dos ejemplos econdmicos.

1. Introc_luccién

El control 6ptimo ha sido utilizado con éxito en ingenieria y en economia de
la empresa: asi, ha permitido ganancias importantes de eficiencia en la planifi-
cacién de la produccién y en el control de inventarios. Ha sido el instrumento
basico para describir el comportamiento de individuos y empresas, cuando la
actividad econémica se desarrolla a través del tiempo. También se ha utili-
zado en macroeconomia —Kendrick (1976), analiza alrededor de noventa
aplicaciones— aunque el éxito es méas discutible. Hay gran cantidad de traba-
jos sobre el control 6ptimo aplicado a sistemas macroeconémicos: por ejem-
plo, podemos citar los libros de Aoki (1976), Chow (1975) y (1981),
B. Friedman (1975), Pindyck (1978), Pitchford y Turnovsky (1977), Kendrick
(1981) y (1988), Murata (1982) y Sargent (1987).

Kydland y Prescott (1977) tratan la aplicabilidad de métodos de control
6ptimo a sistemas macroecondémicos. Demuestran que para el problema:

MAX S(y,, Yo, X1, X2)

X1, Xg
sujeto a: y; = y, (X, xy)
Y2 = Yo (V1> X1, X9),

en donde y es la variable de estado; x es la variable de control, el plan éptimo
que empieza en ¢ = 2 y toma lo anterior como dado no es una continuacién
del plan 6ptimo que empieza ent = 1, y toma lo anterior como dado. No es,
por tanto, aplicable el principio de optimalidad de Bellman. En general, las
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técnicas de Teoria de Control no son aplicables a problemas de este tipo por
no cumplirse la hipétesis de causalidad.

En los trabajos posteriores de Aoki-Canzoneri (1979), Chow (1980), Driffill
(1981) y Buiter {1983) se estudia la aplicabilidad de la Teoria de Control a sis-
ternas con expectativas racionales: en unos casos se pueden aplicar las técnicas
habituales de control éptimo, tras expresar el sistema en otra forma equiva-
lente; en otros casos, se buscan variantes de las técnicas habituales para resol-
ver el problema. Este trabajo pretende ir en la linea de estos altimos.

En este articulo se aborda el problema de control 6ptimo de un sistema lineal
con expectativas racionales y funcién objetivo cuadratica, con horizonte tem-
poral finito. En el apartado 2 se enuncia el problema y se parte de la solucion
que propone Chow para unas condiciones particulares, la cual presenta pro-
blemas de rigor que se analizan en el apartado 3. En el apartado 4 se presenta
un método que resuelve el problema que nos ocupa, método que recoge
ideas del trabajo de Chow, aunque no exige sus condiciones particulares ni
presenta sus problemas de rigor. En el apartado 5 se comparan ambas solu-
ciones. En el apartado 6 se estudian dos problemas econémicos (de manera
puramente académica) como aplicacién-ilustracién de la teoria anterior.

2. Enunciado del problema y resultados previos

El problema que nos ocupa consiste en calcular los controles adecuados para
que la evolucién de un sistema lineal con expectativas racionales sea tal que
haga alcanzar el valor minimo de la funcién objetivo, definida por la espe-
ranza matematica de una funcién cuadratica. Se trata, por tanto, del pro-
blema lineal-cuadratico habitual en teoria de control, con la novedad de que
en el sistema lineal aparecen sumandos con expectativas racionales de las
variables endégenas. Tras un comentario general sobre la solucién del pro-
blema, expondremos en esta seccion el método que propone Chow (1980)
para resolverlo en unas condiciones particulares.

2.1. Enunciado del problema

T
MIN E;W = E, Z (y.— &Y K,(y, — a)), siendo K, matriz simétrica, semidefi-
t=1- nida positiva

¥ = By + By Yevp—r T Ay + Cx bty (Parat = 1,2, .., T) [1)
Yo dado
en donde:

¥ es un vector de variables endégenas.
x.: es un vector de instrumentos politicos (variables de control).

b,: es un vector que recoge los efectos combinados de las variables ex6-
genas no sujetas a control.
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uy, Uy, ..., Uy son vectores aleatorios, mutuamente incorrelados, de
media cero.

Yox = E(n/1}): es la expectativa (racional) que al final del periodo %, se
tiene sobre el valor que el vector y tomari en el periodo ¢.
Suponemos que Ix = {Vs, Yi=1s «os Yo5 Uks <oer Uy Xg +ovy %13 by, ..oy by 1. PoT tanto, I,
recoge la informacién de todo lo que ha ocurrido hasta el final del periodo &,

segun el siguiente esquema:

x, b X9 by Uy Xy by w

SN T T A 2 A A 2 A 2
Yo » Ya Dx-1 )’f«“.
Periodo 1 Periodo 2 o Periodo £—1 Periodo £

Suponemos que los vectores a,, ast como las matrices X, B,, By, 4;, C, son
datos del problema.

Nota 1. El problema en el que aparezcan en el sistema sumandos del tipo
By Yivan-1s - BuYlepn-1 S€ trata de manera analoga al problema considerado
en el sistema [1].

2.2. Comentario general sobre la solucion del problema

Este problema lo resolvi6 Chow (1980) para un caso particular: aquel en el
que los coeficientes del sistema: B,, B,;, 4,, C,, asi como a,, X, son constantes Y,
ademds, el sistema dado se puede hacer estacionario en covarianza a través
del tiempo. El problema para el caso general no-aparece resuelto en la litera-
tura. W. Buiter (1983), tras exponer la solucion de Chow para el caso particu-
lar resuelto, dice: «Ahora falta ver si esta soluciéon puede ser extendida al caso
€n que y, IO S€a estacionario en covarianzay.

En este trabajo, tras una proposicién previa, se partira del desarrollo de Chow
y luego se resolvera el problema para el caso méas general.

Proposicién (Chow, 1980)

El sistema [1] se puede expresar de la siguiente forma:

= Elly7+]/lAl + f‘iz}’z—l + Coxipmy + 57}1—1 + (2]
en donde: B, = (I — B)'B,
A =01- B4,
C, = (I —B)'C,

binoy = (I — B)™"bj-y
v = Cl(xl - x7/1~|) + (h, — b/.)l—l) +u

Nota 2: Chow, en su trabajo, considera B, B,, A, C, matrices constantes. Aqui se
perite que varien en el tiempo, siendo la proposicién igualmente valida.
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Nota 3: Suponemos que los vectores v, son incorrelados en el tiempo, y tienen
media cero, tal como hace Chow.

Nota 4: Suponemos que, para cada ¢, la matriz (I — B,) es no singular.

2.3. Método que propone Chow para resolver el problema en un caso particular

Se considera el problema enunciado en 2.1, con las siguientes hipétesis
adicionales:

a) Las matrices del sistema B, B}, A, C asi como los vectores y matrices de la
funcion objetivo a, K se supone que son invariantes en el tiempo.

b) El sistema se puede hacer estacionario en covarianza en el tiempo.

Por la proposiciéon anterior, sabemos que el sistema [1], con la hipotesis adi-
cional a), se puede expresar como:

= Ely;+lll—l + A)’l-l + éx;ﬂ—l + E;/L—l + v, [3]

En esta expresion, se considera a y/4+,,-, como dado (tal como si fuera una
constante) y, entonces, se aplica la programacién dinamica, obteniendo, tras
identificar £, con %, la siguiente ecuacién de control:

2= Gisu— TGyt g [4]

Bajo ciertas condiciones referentes a los parametros del sistema, los coeficien-
tes Gy, Gi, g pueden hacerse invariantes en el tiempo al crecer I. También
puede ocurrir que G, y G, sean invariantes y g, cambie en el tiempo para refle-
jar cambios en b, pero el sistema bajo control permanecer4 estacionario
en covarianza.

Supongamos que el sistema se puede hacer estacionario en covarianza, utili-
zando la regla de control dada. Sustituyendo £, = £;,_,-, dado por [4] en el sis-
tema [3], se obtiene:

Y =Riylp-r + Ry H 1ty (5]
en donde: R, = B, + CG,
R=4A+CG
r= 57/1—1 + égz

Si el sistema |5] es estacionario en covarianza, debe existir un sistema observa-
cionalmente equivalente:

=Py tstuy, (6]
en donde los autovalores de P son menores que uno, en valor absoluto.

Para encontrar Py s utilizamos el método de solucion llamado de coeficientes
indeterminados, para una ecuacion en diferencias con expectativas raciona-
les:

Yir = Py 5ty
= V-1 = Pyjy-y s
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Pero, a partir de [6], obtenemos: yj,, = Py, + 5
Por tanto:
 Viewmr = P[Py st s = Py + (P s (7]
Sustituyendo en [5]:
9 =R (P2y + (P+I)s)+ Ry_, +7+v,
O sea que:
y=RP+Ry+RP+)s+tr+uy

Identificando los coeficientes de esta Gltima ecuacidon con los del sistema
[6], tenemos:

P=(I—-RP)'R
s={T—R(P+I)'r

Habiendo calculado P y s a partir de estas expresiones, podemos obtener
Yi+u—1 €n [7] y llevarlo a la expresion [4], para obtener %, obteniendo una
expresion de la forma % = Fy., +f, con lo que el problema queda
resuelto.

3. Comentarios y critica al articulo de Chow (1980)

En esta seccion se sefialan algunas imprecisiones que se observan en el ard-
culo de Chow, las cuales van a ser corregidas en el método que se propone en
la secci6n 4.

Como hemos visto en la seccién anterior, lo primero que hace Chow es consi-
derar y/+14-, como dado en el sistema [3] y aplicar la programaciéon dinamica,
obteniendo, tras identificar x, con x;,-, la expresion [4], en donde Gy, G, g, se
calculan a partir de los datos iniciales del problema. A continuacién sustituye
en el sistema dado el valor obtenido para el control 6ptimo, obteniendo un
sisterna de ecuaciones en diferencias con expectativas racionales, sin variables
de control. Necesita, entonces, resolver el sistema y lo hace por el método de
coeficientes indeterminados para lo cual necesita imponer las condiciones de
partida sefialadas en el apartado anterior. Tras resolver el sistema puede cal-
cular y;yy,-; y llevarlo a la expresién de %, con lo que el problema queda
resuelto.

En este trabajo se van a tomar basicamente las ideas de Chow pero al llegar al
punto de resolver el sistema, se va a hacer por otro método, precisamente el
que el propio Chow propone en la primera parte del mismo trabajo, al estu-
diar el tratamiento de sistemas con expectativas racionales, para lo cual no
hace falta exigir que el sistema se haga estacionario en covarianza a través del
tiempo, ni que los coeficientes del sistema ni los de la funcién objetivo sean
constantes, si bien se necesita una condicién de transversalidad (se utilizara la
que propone Chow: que en el periodo final T: y7. -1 = Iyyroy).

Ademis de las ideas generales expresadas, hay que hacer algunas puntualiza-
ciones al trabajo de Chow.
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Escribe en su articulo: «Tratando a y;+1,-1 como dado en el sistema de ecua-
cion y, = Byyjeiu-1 + Ayoy + Cxjyy + Biney + v y minimizando la esperanza
de una funcién de pérdida cuadratica para T periodos, podemos aplicar la
programacion dinamica como en Chow (1975, Cap. 8), para encontrar una
ecuacion de control 6ptimo en bucle cerrado: % = GyY/+1-1 + Giyoy + g
Este parrafo nos merece los dos comentarios siguientes:

1. La cita anterior significa que % se calcularia de la siguiente forma:

El sistema dado se puede expresar y, = Ay, + Cxjy—1 + (b= + By yivim)) +
v, en donde el término que aparece entre paréntesis seria el b, del problema
standard de control (Chow, 1975).

Identificando x, con xj,_,, como hace Chow, y aplicando el resultado cono-
cido de control éptimo para el problema lineal cuadratico habitual:

& = _G-I_y[—l +§1 [8]
G = —(CH, > 'O HA
H, Gy € [H, (biy-y + Biyivin-1) — k] =
= "(é H, é) IC H/B 1,')’1+l// 1 (C‘-)Hrc)-léj [le;;/l-—l - h,]

en donde: §{ g = —(C

Gy, = —(C’H,C)'C’H, B, [9]
Definimos: { 6, = G, = —(C’H, €)' C’H, A [10]
| g = —(C'HC)' ¢ [H by — k] [11]

con lo cual [8] queda
%= Guyisi-1 ¥ Gy +g/ [12]

en donde las matrices G, G, g, dependen de H, y k. Veamos cudles son:
H_ =K- + @A+ CGyHEA + CG), con Hr = Ky (18]

(por tanto, las matrices Gy, G, las podemos ir calculando sin problemas, a par-
tir de los coeficientes del sistema y de la funcion objetivo).

by =Koy aoy + (/‘f + CG/), [hz - H, (Ef/l—n + E|y7+l/1—l)] [14]

con hy = Krar, que depende de y/ -, Por tanto, los vectores g no se pueden
calcular a partir de los coeficientes del sistena y de la funcién objetivo. Vemos
que g depende de h, que a su vez, parat < T depende de y;;,,. Esto no parece
tenerlo en cuenta Chow, cuando sustituye [4] en el sistema [3), obteniendo [5],
que utilizara posteriormente para calcular y/4 .

2.2 Siguiendo con la exposicién que hemos hecho en el punto 1.2, no seria
correcta la identificaciéon que hace Chow, de que % = £,_,. En efecto:

X = Guyiri-1 T Gy + g
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g =—(CHC)'C [Hbju-, —h)

pero - . - .
h = Ka, + (A + CGI-H), [h1+1 — Hyy (b;+1/1 + Bl}’1°+2/z)]
= X1 = Gu¥iv- T Gy + gin-
g1 = "‘(C’Hzé)_lé) [H, 57/1—-1 - h7/1~|]
pero

hin-y = K,a, + (ff + éGtH)’ [h7+1/1—1 — Hiyy (5z°+|/1—1 + El}’fﬂ/t—l)]

En general: b, # by g # gin-1 D % F £y

En nuestro trabajo corregimos estas dos posibles deficiencias.

A continuacién del parrafo comentado anteriormente, escribe Chow: «Bajo
ciertas condiciones de los parametros del sistema, tal como vienen en Chow
(1975, pags. 170-172), los coeficientes Gy, G,, g pueden llegar a ser invariantes
en el tiempo cuando T crece. Puede también ocurrir que Gy, G, sean invarian-
tes en el tiempo y que g cambie para reflejar cambios en b}, pero el sistema
bajo control 6ptimo siga siendo estacionario en covarianza. Supongamos que
el sistema dado puede hacerse estacionario en covarianza utilizando tal regla;
es decir, cuando %, = Gy ¥ri-1 + Gy, + g sustituye a xj,—, en la ecuacion del
sistema, obtendremos un sistema estacionario en covarianza: y, = R, y;y -, +
+ Ry, +r+uv,endondeR, =B, +CG; R, =A+ CGyr=1by, +
+ Cg. Si este sisterna es estacionario en covarianza bajo expectativas raciona-
les, debe existir un sistema observacionalmente equivalente: y, = Py,_, + s +
v, en donde los autovalores de la matriz P son todos ellos menores que uno
en valor absoluto». Este parrafo también nos merece algunos comentarios.

1.0 Estamos ocupados en un problema en el que T es fijo, finito. Entende-
mos que el plantearnos qué ocurre cuando T crece y estudiar condiciones de
convergencia de las matrices Gy, G,, g corresponde a otro problema, intere-
sante pero diferente al que nos ocupa.

2.2 Si se consideran las matrices Gy, G, definidas en [9] y [10] referidas a la
matriz H,, obtenida en [13], es facil estudiar condiciones de convergencia para
G, G y H (se puede utilizar el teorema que aparece en Bertsekas (1976), pag.
75, adaptado a este caso que resulta mas riguroso, nos parece, que el analisis
que hace Chow (1975)). El problema es que si fuera asi, el planteamiento seria
incorrecto, tal como hemos senialado anteriormente, aparte de que no podria-
mos calcular los vectores g,.

Al tratar de corregir estas deficiencias en nuestro trabajo, nos encontramos
con que las matrices Gy, G, siguen valiendo lo mismo que en [9] y [10] pero
con respecto a una matriz H, diferente a la obtenida en [13]. Con ello, al plan-
tearnos el problema del tiempo infinito (que es otro problema diferente al
que nos ocupa) se nos complica muchisimo el estudio de la convergencia de
las matrices H, y, por consiguiente de G, y G,.
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8.0 Es cierto que, aunque bj,-, + Cg, dependa del tiempo, el sistema seguira
siendo estacionario en covarianza. En ese caso b, + Cg, variard con el
tiempo y habra que utilizar la notacién r, y no r. Entendemos que el que ese
término sea constante o varie con el tiempo no tiene nada que ver con que el
sistema sea estacionario en covarianza o no lo sea pero si tendra que ver con
la solucién del sistema.

Es decir: sir es constante = la solucién del sistema
= Ryyiu— Y Ry +r+up

se podra calcular por el método de coeficientes indeterminados, tal como
hace Chow en su articulo y, por tanto, el sistema observacionalmente equiva-
lente sera el que alli aparece.

Sir no es constante (1,}, el sistema seguira siendo estacionario en covarianza,
pero no es cierto que la solucién al sistema sea la que expresa Chow en su
articulo. En efecto:

Sea el sistema: y, = Ryl + By- + 1.+,

a) Veamos que no puede ser solucion: y, = Py,_, + s + v, (siendo s: cons-
tante)

Y1 = Pyt s + 000590 = Py tos
)'7+1/t—1 = Pyl‘/[—l + s = P[.Pyl_l + S] + s = P2yl-—l + Ps + 5
Sustituyendo este valor en el sistema, queda:

=R\ [Py +(P+I)s]+Ry_ +r+v= (RiP*+R)y,-, + R, [P+I]s + r,+y,

= P=RP+R
s=R[P+I]s+r

s=[I=R,(P+I)]"'r,
Imposible: todo es constante excepto 7, que varia en el tiempo.
b) Calculemos la solucién correcta.

La solucién tiene que ser y, = Py,_, +s,+ v,
(con los autovalores de P, menores que 1 en valor absoluto)

Y1 = Pyoy F i
Yerr =Pyt st v Y- = Pyt Sl =
= P[Pyt 5] T 5
Luego: y, = R, [P¥,-y + Psjy—y + 8{41p-1] + Ry, + 1+ u=
=(R\P 2+ Ry, + R, (Psiy—, + Stv1p—) ¥ 1+ v,
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1dentificando coeficientes, nos queda:
P=RP+R=>P=(I—R,P)"'R
5 =Ry (Psjy—y + 8§/ 10) 10

(Si r es constante, Nos queda s, constante con el mismo valor que obtiene
Chow).

Por tanto: si 7 no es constante no sirve el método de coeficientes indetermina-
dos, al menos tal como lo utiliza Chow. §i r cambia con el tiempo la solucion
del sistema (el sistema observacionalmente equivalente que él considera) no
sera correcta y ello tiene repercusiones en el control y en la evolucion del
sistema.

Terminaremos este apartado sefialando de nuevo, porque nos parece muy
importante, que la convergencia de Gy, G, g, tiene que ver con la de las matri-
ces H, y b, que no aparecen en el articulo de Chow. Si H,, %, fueran las dada por
[18] y [14], hemos visto deficiencias importantes, o sea que el problema estaria
mal abordado. Si no son éstas ¢cuales son? En nuestro trabajo hemos encon-
trado otras H, y , con las que eliminamos las deficiencias sefialadas, pero
cuando nos planteamos el problema cuando T fuera infinito nos encontramos
con enormes dificultades para estudiar la convergencia.

4. Solucién al problema para el caso general

En este apartado se enuncia el teorema que nos da el método para resolver el
problema que nos ocupa, formulado en la seccion 2.

El teorema se basa en los puntos siguientes:

1. Expresar el sistema dado, [1], en la forma que se obtiene en la proposi-
ciéon [2].

2. Tratar a y/4),—, como un dato conocido, y utilizar la programacién dina-
mica, obteniendo:

X = Gu}’fﬂh—l + G- +g(
3. Sustituir esta expresion en el sistema [2], obteniendo:
Y =Ryt Ry - tntu

4. Resolver este sistema hacia atras en el tiempo, utilizando una condiciéon
de transversalidad, obteniendo:

Y= Pyt

A partir de esta expresion, se calcula facilmente y/, -, que se lleva a la for-
mula de %, obteniendo la solucién final al problema.

Tras el enunciado del teorema, haremos un comentario a la condicién de
transversalidad udlizada: y74 -1 = IDyip-.
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4.1. Teorema

Se considera el problema enunciado en la seccion 2. Se supone que parat = T
(periodo final), se verifica que y74yr-1 = Iy7yr-1. Se supone que las variables 4,
son estocasticas.

Tratando a los vectores y;,,,-,; como dados, se utiliza la programacién dina-
mica, obteniendo

% =Gy T Guyisi-1 t & [15]
con lo cual la evolucion del sistema controlado, se puede expresar como:

)’1=sz1—1+51+7)1 [16]

en donde:
G = —_(C;Hzéz)_lC—;HtAz
Gu= —(C[Hlé,)*lé,’HlB'“
g =—(CtH,C)™ CH by — hin-1)
P[ = (I "R“,PH.I)'IR,. Siendo PT+I =r
s¢=(I—=RyPi )" (r.+ Rysit1u-1), siendo Sry; =0

R =A,+C,G,
R11=E1:+61G11
n _bl/t—l +ézgz

H,=K,+ P/ H 1Py, con Hr=Ky
h=Ka,+ Piyy(Bvrn-1 — Hiv15041), cOn hr=Kray
C/=07Kza/+5;+1Hz+13/+1_23f+1hf+1/z+E1 W1 HyVi41) T EfC41), cOn

cr=arKrar

Ademas, Vl(yl—l) =y PHPYy - — Zyl)—lPll(hF/I—l —H;s))+s/Hs,—
= s/hiy-y + B (wiHu)FE - (¢),
siendo V,(y_,) = MINE,, (0 —a) K., —a) +Vie1 (%)), con Vry 1) = 0.

Calculando y;, -, a partir de [16] y sustituyendo en [15] queda finalmente:

FE=G+G PP

% =Fy.-, +f | , en donde .
Ji=g+ Gu(Pi St Sivin-1)

La demostracion del teorema se incluye en el apéndice.
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4.2. Comentarios sobre la condicion de transversalidad utilizada

Hemos utilizado la condicion de que y7417-1 = I¥7;-), con T, matriz dada,
para T, periodo final.

Esta condicién la justifica Chow, cuando estudia el tratamiento de sistemas
dinamicos con expectativas racionales, ya que para llegar a una tinica secuen-
cia de predicciones en modelos de este tipo con expectativas racionales, hay
que proporcionar una condicion adicional y el periodo final es un lugar con-
veniente para poner y examinar tal condicion.

Aqui se toma esa condicién para resolver el sistema hacia atras en el tiempo.
La solucion del problema, como se ha visto, depende de esta condicién. Su
influencia en la solucién sera tanto menor cuanto mayor sea el horizonte
temporal.

Si v+ = Iyr+uyg, siendo uy variable aleatoria de media cero, incorrelada con
Ir_), entonces y7+yr-1 = Iy7r-1. Se puede interpretar, por tanto, la condicion
que estamos comentando, como la hipétesis yr+) = Iyr + u; (*). Esta hipétesis
no sera contrastable.

El método de solucién propuesto es valido independientemente del supuesto
que se haga de la relacién (¥). En particular se pueden suponer distintas
estructuras como yr+; = Iyr+ 0 +ug yrey =Diyr+Loyro +ur etc. En todos los
casos se resolveria el problema de manera analoga a la del teorema y llegando
siempre a que el sistema controlado evolucionara de acuerdo con ecuaciones
de la forma:

Y =My, +m+y, {v,}: incorrelados, de media cero.

5. Comparacion del resultado final de Chow con el que se obtiene
en este trabajo '

Vamos a comprobar que el resultado de Chow queda como un caso particular
del resultado al que se llega en este trabajo.

Trabajo de Chow

Supongamos que al crecer ¢ se hacen Gy, G, g constantes
2% = G¥su-1 TG +g

Entonces el sistema se puede expresar:

V=R TRy Tt & 3 =Pyttt

P=(I—R,P)'R

en donde
s=(I—R,(P+I)"'r

D V- =Py H(PHI)s
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2 &=G (P +(P+I)s)+GCy-,+g=
=(G, P2+ G)y-y+g+ G (P+I)s

Resultado que se obtiene en este trabajo:

=Gyl TGy T g

= El sistema se puede expresar:

=Ry TRy 1 +v, & 3=Py-+s Ty

P=(I—R\P.)" 'R, con Pry) = T

en donde -
5= —RyP1)  (nt+Rysivin-), con sry =0

_Supongamos que se verifican condiciones suficientes para que Gy, G, g, Ry,
R, 1, P, y 5; sean constantes en el tiempo:

o P=(I-RP)'R

s=(~R Py (r+Rys) & s=(I—R(P+I)"r

%= (G\ PP+ G)y,-, +g+ G (P+1)s
En estas condiciones el resultado obtenido en este trabajo coincide con el de
Chow. Con ello queda demostrado que el planteamiento y soluciéon que se

proponen en este trabajo son mas generales que los de Chow para el pro-
blema que nos ocupa.

6. Ejemplos

En este apartado se estudia el problema de control 6ptimo en dos modelos
economicos concretos con expectativas racionales. En cada caso el problema
de control se resuelve aplicando el método que se presenta en los aparta-
dos anteriores.

En el problema 1, el sistema tiene una variable de estado y una variable de
control, mientras que en el problema 2 hay dos variables de estado y una
variable de control. Como se comprobara a continuacién, el hecho de tener
dos variables de estado en lugar de una, teniendo una variable de control en
ambos casos, da lugar a diferencias importantes tanto en los calculos como en
los resultados que se obtienen.

6.1. Problema 1
a) ENUNCIADO

T
MINE, ) I

L =2
[,=8I1"4 - +All ., + Cm,+u, (parat=2,3,..,7)
con I1, dado
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en donde:

T: es la tasa de inflacién en el periodo ¢ (es, por tanto, una variable esca-
lar).

m; eslatasade variacién dela ofertamonetaria en el periodo . Es lavariable de
control, también escalar.

u: perturbacion aleatoria en el periodo £. Suponemos que uy, us, ..., Uy SON
variables aleatorias mutuamente incorreladas, de media cero, y varianzaZ,,
idénticamente distribuidas.

B,, A, C: son numeros reales dados.

Iy 1i-1 = E (T4 | 1,-)): Es la expectativa (racional) que, al final del periodo t—1,
se tiene sobre el valor que la variable II tomara en el periodo t+1.

b) INTERPRETACION DEL PROBLEMA

En este modelo se acepta el hecho de que existen correlaciones intertemporales
significativas entre la tasa de variacion de la oferta monetaria y la tasa de infla-
cion. Se supone que la autoridad econémica controla, con bastante aproxima-
cion, la tasa de variacion de la oferta monetaria y ésta tiene efectos sobre los
precios, tanto contemporaneamente, COmo a lo largo de un numero de perio-
dos. El sistema anterior sugiere que la tasa de inflacion depende: 1) de su pro-
pio pasado; 2) de las expectativas de sus valores futuros; 8) de la actuacion dela
autoridad econémica; 4) de shocks exogenos.

El significado de la funcién objetivo es que se penalizan las desviaciones de la
tasa de inflacion del objetivo fijado cero.
¢) SOLUCION DEL PROBLEMA

Aplicando el teorema que resuelve el problema general, obtenemos:

A

my=FI,_ =Gl =— Tnz—x

Ademas, al utilizar ese control 6ptimo, la evolucién del sistema controlado
vendra dada por

I, =p~I,_,+s+u=u, parat=2,3,.,T

y el valor de la funcion objeto en el 6ptimo sera:

T T
V()=E, ) ut= Y E@)=(T-1)2,
=2 {1 =2
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Los resultados obtenidos merecen algunos comentarios:

1.0 La solucién del problema coincide con la que se obtendria en el mismo
sisterna, sin que aparecieran las expectativas (es decir, con B, =0).

m, = FIL_, = Gll,_,

Este resultado tiene explicacién: como hemos visto, V=2, 3, ..., T la evolucién
del sistema controlado viene dada por II,=u, = Il =u.,

(=] H'm—l =Ew III-l) =0
i = E(u4 I I,,)=0

luego las expectativas son cero. Esto es asi porque desde el periodo 2, al utilizar
el control 6ptimo, el sistema alcanza el valor objetivo cero, salvo perturbacio-
nes aleatorias de media cero.

2.° La solucién del problema es independiente de T

El significado de I es que, parat = T, perfodo final, Il7,,r—; = Iy, pero,
como hemos visto en el comentario 1.9), [Ty, = 0= [174 71 = 0 yI'no juega
ningan papel.

d) EFECTO DE CAMBIOS EN LOS PARAMETROS DEL PROBLEMA

T
1. Supongamos que la funcion objetivo fuera MIN E, Z (Il —a)?; o el obje-
=2
tivo prefijado para la inflacién es a y que en el sistema aparece un sumando
mas: b. Es decir, analizamos el caso en que a, = a # 0, yb, = b # 0, Vt =
2,3,..,T.

Entonces: 1, = FII,_, +f, en donde los valores F, siguen iguales al caso inicial
pero los f; ya no valdran cero. Obtenemos:

— —B
m7=_%nr_1— bca + Cl ra
— B
m,:—%ﬂ,_l - bca - —C—la,parat=2,3,...,T-l.

La evolucion del sistema controlado viene dada por:
[=a+w, parat = 2,38, ..., T

En particular: Sia = 0,6 #0 = m, = GlIl,_, +g,parat=2,3,..., Tylasoluciéon
al problema es la misma que si no apareciera el sumando con la expectativa de
la inflacién (o sea, si B) = 0).
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Sia # 0, la solucion éptima coincide con la del siguiente sistema sin expecta-
tivas:

I, =A0,_, + Cm, + B, + u
b+Bya, parat=2,3, .. T-1
en donde B, =

b+B,Ia, parat=T

9.0 Consideremos ahora que, con respecto al problema inicial, B,, A, C,
varian en el tiempo. ‘

Entonces, V¢ = 2,3, ..., T

. A
my=Fl,_,=Gl,_, = — _C—vl_nl—l
{
La evolucion del sistema controlado, viene dada por: IT, = u, y el valor 6ptimo
de la funcién objetivo sigue siendo V, (I1))=(T—1) ¥,.

3.0 Supongamos quell, es de dimensiénz X 1. Al cambiarla dimensién dell,,
varia totalmente la forma de la solucion y su manera de calcularla. En efecto, en
general H, (matriz n X n), variara con ¢ = G, G, (vectores n-dimensionales),
variaran cont = R, Ry, P,(matricesn X n) variardn cont y, en general, no seran
cero. F,, variara con ¢ y, en general, sera distinta de G..

€) SOLUCION CON DATOS NUMERICOS

Vamos a resolver, en concreto, el siguiente problema

4 50

MINE, Y T}
=2
drn_ 1 1 1 _
I, = o ieni- + —é—l_[,_l + {1+ e m+u, parat = 2, 3, ..., 50.
M, = 12
\ Para cada t, v, = N(0,1), siendo uy, us, ..., us incorrelados.

De acuerdo con los razonamientos previos, el control 6ptimo se obtendré de
la siguiente forma:

. 1 t -
== -—-——~t+l,parat 2,8, ..., 50.

y la evolucion del sistema controlado, vendra dado por I1, =u, ¥t=2, 3, ..., 50.

Se han simulado con ordenador, valores para las variables u,, de acuerdo con
las condiciones del enunciado y hemos obtenido para el control éptimo los
resultados que se recogen en el grafico. 1.
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Grafico 1

Los valores de la variable de estado, correspondientes al sistema controlado,
aparecen en el grafico 2.

En el grafico 1 vemos que en el periodo 2 (el primero en el que se acta sobre
el sistema), el valor de la variable de control es grande, en valor absoluto (hay
contraccion de la oferta monetaria), con lo que se consigue llevar al sistema
cerca del objetivo prefijado (cero), ya en el periodo 2. En los demas periodos,
parece que la variable de control solo contrarresta los valores de las perturba-
ciones aleatorias (hay acomodacion de la oferta monetaria), y el sistema con-
_trolado se mantiene en torno al valor que ya alcanzaba en el periodo 2.

6.2. Problema 2

a) ENUNCIADO

.
MINEW=E, D (=@ + 0 — a2’

=2

Yu - by by yE,H-l/l—-l n ayy Qyy Vi1 n
W27 byy boy Yo+ dgy Qg Yo
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12.0
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9.0

7.5 4
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VV V;ﬁ VV

Yt es la tasa de inflacién en el periodo t.

yy: es el tipo de interés nominal, en el periodo ¢.
(yu» ¥o son las variables de estado).

m,: es la tasa de variacién de la oferta monetaria. Es la variable de control.

Ui\ son vectores aleatorios normales, de media cero y covarianza c?/,
uy | serialmente incorrelados.

Vorsw-1 = Evi i /I-1] (i = 1,2): es la expectativa (racional) que, al final del
periodo t—1, se tiene sobre el valor que la variable y; tomara en el
periodo t+1.
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b) INTERPRETACION DEL PROBLEMA

En este modelo se parte de que existen correlaciones intertemporales signifi-
cativas entre la tasa de variacion de la oferta monetaria y las variables tasa de
inflacién y tipo de interés nominal. La tasa de variacién de la oferta moneta-
ria, que suponemos controla con bastante aproximacioén la autoridad econé-
mica, tiene efectos sobre los precios, tanto contemporaneamente como a lo
largo de un n.° de periodos. A su vez, el tipo de interés nominal es la suma del
tipo de interés real (que se supone aproximadamente constante), y la tasa
esperada de inflacion. El sistema anterior sugiere que tanto la tasa de inflacién
como el tipo de interés nominal dependen: 1) de su propio pasado; 2) de las
expectativas de sus valores futuros; 3) de la actuacién de la autoridad econo-
mica; 4) de shocks exogenos.

El significado de la funcién objetivo es que se penalizan las desviaciones de
las variables de estado de los objetivos prefijados a, y a,, respectivamente.

¢) CALCULO Y ANALISIS DE LA SOLUCION CON DATOS NUMERICOS

Con el objeto de llevar a cabo simulaciones numeéricas, vamos a concretar los
valores de los coeficientes, de los objetivos prefijados y del horizonte tempo-
ral:
40
MINEW=E, D (n =5+ (yu — 3)2

1=2

1 1
Ju R 0 Yo+ 5 0 Yoot
- 1]y + A +
s —_— NZNESVES! 1 Vo1
2/ 0 2 0 4
+ m, +
1 Uy
(parat = 2, 3, .., 40)
cony,; = 10
You = 10

. Uy . . .
siendo ( ) : vectores aleatorios normales, de media cero y covarianza
Usy

I, serialmente incorrelados.

Para el problema dado, hemos simulado las perturbaciones aleatorias, en las
condiciones del enunciado, obteniendo para m,, control 6ptimo, los valores
que aparecen en el grafico 3, siendo los valores de y,,, v, del sistema contro-
lado, los que aparecen en el grafico 4. Hemos utilizado los resultados presen-
tados en apartados anteriores, considerando I' = L
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La evolucién del sistema controlado viene dada por:
= Py_itstu

en donde las matrices P, y los vectores s, vienen determinados por los parame-
tros del problema. En los listados observamos que se estabilizan en los

valores:
( 0.29 -0.15 4.61
P= ;a=
—0.36 0.18 2.36
por lo que podemos calcular el estado estacionario (o punto de equilibrio) de la

C . . 6.4
parte deterministica del sistema controlado y, = Py, +s, obteniendo y = ( 8 ) .
0.03
Ademss, los autovalores de P son A, =0; A, =0.47 (son menores que uno en

valor absoluto), por lo que el sistema es asintdticamente estable, lo cual quiere
decir que cualquiera que sea el estado inicial, el sistema controlado se aproxi-
mar4 al estado estacionario, exceptuando la influencia de las perturbaciones
aleatorias.

En los resultados vemos que en el periodo 2 (el primero en el que se actia
sobre el sisterna), el valor de la variable de control es grande, en valor abso-
luto (hay contraccion de la oferta monetaria), con lo que se consigue llevar al
sistema cerca del estado estacionario ya en el periodo 2. En los demas perio-
dos parece que la variable de control s6lo contrarresta los valores de las per-
turbaciones aleatorias (hay acomodacion de la oferta monetaria) y el sistema
controlado se mantiene en torno al valor que ya alcanzaba en el periodo 2.

Observamos también, a la vista de los ruidos que hemos obtenido, que des-
viaciones mayores o menores del estado estacionario se corresponden exacta-
mente con valores mayores o menores de las variables u,. Por otra parte,
hemos hecho otras pruebas para diferentes covarianzas de los vectores u,, de
la forma al, en lugar de I, notando que el efecto sobre el sistema consiste sim-
plemente en ampliar esas desviaciones si o > 1 y disminuirlas si a <1 sin cam-
biar en lo demas la forma del grafico.

Se han estudiado también los efectos que tiene sobre la solucion la modifica-
ci6n de algunos parametros del sistema. Comentemos brevemente algunos de
los casos analizados que nos han dado resultados interesantes:

i) Caso en que los coeficientes de m, varian en el tiempo.

1
=

Hemos estudiado, a) caso en que los coeficientes son
1

1+ —
t

es decir,

disminuyen en el tiempo. b) Caso en que los coeficientes aumentan en el
1

1____

14

tiempo, siendo . En ambos casos hemos obtenido que el sistema

] — —

13
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. . 1
controlado no cambia con respecto al caso de coeficientes ( y que el con-
1

trol 6ptimo, en este caso es: m; = < Mo siendo m,, control 6ptimo para el caso
t

. 1 . 1
de coeficientes (1) ysiendo C, =1+ —sen elcasoa) C, =1~ %, en el

caso b).

i) Caso de que en el sistema no aparecieran expectativas, o lo que es lo
mismo, by, = b1a = by = by = 0. Es un problema habitual de optimizacién dina-
mica lineal cuadratico. En este caso el sistema es también asintoticamente

. . - 4.89 . .
estable y el estado estacionario es y = (3 22). En este caso, a diferencia del
original, tiene que haber una expansién monetaria mantenida.

ii) Caso en que hay efectos cruzados entre yy;, y,. Suponemos que cambia-

Lo
mos la matriz de coeficientes de las expectativas, teniendo ahora 2

El

A1
2 4

TI T VT rT1rI1ryrryrrryvrryrrryrrrrrrrrrvyrorrvovoritd I

0h -1 114 es s el or e I

______ ™\ — X
Grafico 5
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Lo
en lugar de 2 o Consideramos las mismas realizaciones de las per-
05

turbaciones aleatorias que en el caso inicial obteniendo también una fuerte
contraccion de la oferta monetaria en el periodo 2 y acomodacion en los
demas periodos. En el grafico 5 tenemos la representacion del sistema contro-
lado: se observa que, a diferencia de los casos anteriores, hay gran correlacion
entre yy, yo. S€ ve que Yy, «va siguiendo» ay;, con un poco de retraso. El estado

. . 4. .
estacionario es, en este caso, j = ( , siendo el sistema controlado asints-
4.18

ticamente estable.

7. Conclusiones

En este trabajo se estudia el problema de control 6ptimo de sistemas lineales
con expectativas racionales y funcién objetivo cuadratica, con horizonte tem-
poral finito. Se ha partido del método que propone Chow para resolver el
problema en un caso particular: coeficientes invariantes en el tiempo vy sis-
tema estacionario en covarianza al crecer el tiempo, analizando detallada-
mente algunos problemas de rigor que se observan. Se presenta un método
que resuelve el problema que se estudia en el ardculo, método que toma
ideas del trabajo de Chow, aunque no exige sus condiciones particulares ni
presenta sus problemas de rigor. Finalmente se aplica el método para resolver
dos problemas econémicos concretos.

Hay que sefialar que si se plantea el mismo problema pero para el caso de
horizonte temporal infinito, problema distinto al que nos ocupa, el trabajo de
Chow es generalizable (con los problemas de rigor que se comentan en este
articulo) y en cambio el método que se presenta en este trabajo no se ha con-
seguido generalizar, habiéndolo intentado segun diferentes enfoques.

Terminamos diciendo que el analisis efectuado en los dos ejemplos economi-
cos nos sugiere algunos problemas tedricos como: condiciones de controlabi-
lidad y observabilidad de sistemas lineales con expectativas racionales. ¢En
qué condiciones un sistema con expectativas racionales es asintbticamente
estable?

Apéndice
Demostracion del teorema.
Por induccién sobre ¢.

PARAL =T

Vir-1)=Ero [or— ar) Ky(yr— ar)] = Er— 07K yr— 297K rar+ a7Kpaq) =
=Er-\(0rHryr— 2y7hy +¢4),
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Hr = KT
en donde hT = Krar
¢r = arKrar

Sustituyendo ¥7 por el valor obtenido en (2], queda:

Vr(yr-1) = Er—y (Biryrsvr— + Apyroy + Coxipoy + Biprey + )’
Hr(Biryryr-1 + Aoy + Coxyproy +b3re +vg) —
=2 Biryieur—1 + Apyros + Coxiyyrey + 8oy +vp) by + ¢] =
= (EITJ’;‘-H/T—l + A~TJ’T—1 + Craxgyr—i + 5?/7—1),HT(Elry;+|/7'—1 +
+ Aryri + Crxiyroy + b320) + Erzy (viHvr) —
=2(Biryrrur—y + Ao + Coxtiroy + 8500 Vhe o

Condicidn necesaria de minimo

ov. - . . ~ ~ ~
L= 0= 2CTH7(Byryr+1m— + Aryr— + Crxgpr, + 0%r—1) — 2Crhy

Ox7yr-)

S Xrr-1 = Gryr-1 + Gipyraur— t gr
Gr= —(CrHy T) 1 N?HT/IT
en donde { Gy = —(C;H,C;)"'CiHB,;
&= ﬁ(é;'HTéT) T(HTbT/T—I = hy)

(Obsérvese que gr = grr— #g?nzj, paraj>1)

t
(En general)

Por estar optimizando un programa convexo, la condicién es también sufi-
ciente de optimalidad global.

Llevando el valor obtenido %7, al sistema [2], particularizando en T, queda:

R =/i' +C~TGT
1= Reyro + Ry 1+7T+Ur, en donde RlT_BlT+C Gir
“bm 1+Crgr

(Por tanto: 1y = 13y ¥ ryyr—j, paraj> 1)

?

(En general)
Al ser yj. - = Iy%r-1, queda:

Ir = Rpyr- + err)’;'/r—l +rrtour
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Entonces: ¥7r-1 = Rryr-1 + RirDyiyr-y + 10 © o =
= (1 - errrl (Rr)’r—l + rr)
PT = (I - err)_lRT

= yyry + Ur = Pyyr—y + 51+ vy, con
Ir = Yrr-1 T 1Y71-1 rT Ur {$T=(I—err)'l1’r

(Nota: sy = Syr-1 ¥ Styr—j, paraj> 1)

i
(En general)

Yor-1 = Pryr—i + 57 © y1ayr— = TPryroy + Iy
Por tanto:
&1 = Gpyr-y + Glr(rpr)’r—x + FST) +gr = Fryr— +fr

FT= GT+ G;TI‘PT

en donde
fr =gr + GITrsT

VTO’T—l) = (Pryr—l +31)’ HT(Pr}’T—l +57) + Er, (v;‘HTVT) -
—2(Pryr— +ST),hT +¢r = yro\ PrtHePryr, — 2y;‘—1P;'(hT_HTsT) +

+ s3Hysr—2sthr+ Ero (vrHrur) + ¢r

que coincide con la expresion que aparece en el enunciado, particularizada
para 7T, ya que hr = hyr—y y ¢r = Er—y (¢r).

T — .
Hemos calculado #7,7-, = E [xT]IT_,] pero no %; que es lo que nos interesa. A
partir del esquema del apartado 2, se ve que cuando se conoce Ir-, no ocurre
ningun acontecimiento (shock, variable exogena, etc.) antes de que xr actie
sobre el sistema. Parece logico, por tanto, que tenga que ser xr = X;r-; ¥, por
tanto %; = £3r_,. Ademas, en este caso, esta identificacion no presenta ningun
problema matematico, ya que gr = g7r-;. Es decir, hacemos

®r = Gpyr-1 + Giryreyr—1 + gr

%1 = Gpyr—y + Giypeyr-1 + gr coincide con % por ser gyr-; = gr (sin
embargo, en general £; # %77, paraj > 1, ya que gr # grr—, paraj> 1).

Suponemos que el teorema es cierto para t
(segun la hipétesis de induccién)

PARA (—1
Viet0=2) = Eca[yi-i Kimiyi1 — i1 Kmya- a0 Kmya, o+ Vi (-))] =

= El—2(y;—lHl—lyl—l - 2)’;—1’11—1 + C:—-l)
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H,_, =K, + PHP,
en donde h-y = K4, + P;(hflr—l - HISI)
€ = a1 Kiya- +s]H s, — 25k, +E1—1(Ulevz) + E/-l(Cz)

Podemos poner:
Vics(0-2) = Ei—a[(Bri=1 Y- + Ay s + CrorXi-apmg+bi oyt u,))
Hioy(Brm1in-a + Aiyics + Cooixizymg + 87y +u,00) —
=2(Bimyin-a F Ay + Coixiy—a b ma vV b o] =
= (Br Y2t Ay + Co Xy B yme) H
(Briowyine + Acyimg + Croiximips +b 1)t
A+ E (U Hioviey) = 2(Br s yines Ay o+ Coyxioyeg +

+ 07 i=a) Boii-a + iy (6-1)

Condicion necesaria de minimo

v, . ) ] .
"TI“]— = 0= 20 H (B - yiu-2t A= y-2 + CroyXioyp—g +
0X;_1y—2
+ 57—1/1—2) - éf—nhf—lll—z
D X_ip-2 = Gy Yi—2F Gy V-2 T 8-
G- = _(C.;—IHI-Iél—l)_lé;—lHl—lA-l—l
, en donde: G-y = —(C- 1 H-C,)™ G- H, B,y -
& = _(C;-xH/—lC:—l)_lC;—J(H/—lb7—1/1—2 - hf-m—z)

(Nota: g-y = g/_ -2 # g;—m—j, paraj > 2)

t
(En general)

(Es también condici6n suficiente, por convexidad)

Sustituyendo el valor obtenido de %/, -, en el sistema particularizado para
t—1 queda:

Y-t = Ryt Ry yin—a o oo



110 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

R, = /i/—l"‘éz—xc'r—]
, en donde:{4 Ry ;- = Bu—l + 61-1G1.1~1
Ty = by + élvlgl—l

(Nota: r,_; = 1{yp-2 ¥ Ti-14~j, Paraj > 2)

(En general)
Teniamos

= P/)‘z—l +5,+vy,
= -2 = Pyi—uy-a i,
Yicin—2 = By yi—a F Ry Vin—2t oy = Rioyyio Ry (o Pyiciat

+ Ry 1 Sip-at o

= J’f~m—2 = (I‘Rl.:—lpl)_1 (R:—l_)’l—z +R1.z—|37/1—2+7”1—|)
& Yio1 = Yicu—a+ Vo1 = Pioyi-a+ 52+ vy, en donde:

P_=(I—R, . 1P)"'R,
si-1 = (I= Ry -1 P) " (Ry =1 Siu-a t1021)

2 V-2 = Poyicat5-0 © Yo = PPyt Pis Fsiy
= Xi—ip— = Gl—lyl—2+Gl‘l-l(IDIPI—lyI—Q +P15¢-x+57/z—2)+gl—1 =

= Fl—l)’l—2+f1—1,

Foo=6G.+ Gl,l—lPlPI—l
en donde .
fz—n =gt Gl.l«l(PzSz—l +51/1—2)

Vier0i=2) = (PisyYima t5—1) Hioy (Pci Y2 +500) +
+ By (v} Hi—yvi-) = 2(Proidimat 5,1) Bioypmg +
+Eo(¢i-1) = Yo Pi-1 Hi 21 P y1g + 29/ o Pl H 5+
Fsio Hio S FE o (Ve  Hyy Um1) — 2902 Pl Bicij—g—
— 25 hjeip—a T Eig(€1=1) = Yi-oPIo i Hi\ Py —
~29] g Ploy (B —ipmg — Hyoy 1)+ S{ -  Hymy$120 — 28] g+

+ B (Vi Hy- 1)+ E—9(C1-1)
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Como hemos hecho para el caso 7, identificamos %,_, = £_,,,_,, lo cual no nos
plantea problemas matematicos por serg,_; = g/_,—, ¥, ademas, parece logico
que asi sea ya que para decidir £, no se va a disponer de mas informacién
que la de [,

El teorema queda demostrado.
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Abstract

This paper considers the optimal control problem of lineal rational expectation
models when the objetive function is quadratic and the horizon is fixed and finite. The
hypothesis of causality is not satisfied, and therefore, the standard techniques of con-
trol theory can not be directly applied. A method, related to dynamic programming, is
presented to solve the problem. The method is illustrated with two economic exam-
ples.
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