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El objeto de este trabajo consiste en la caracterizacion de una medida de bienestar que depende positi-
vamente del nivel de renta total y negativamente del primer indice de Theil. Esta medida pertenece a
una familia de indices de bienestar que se formulan en términos de indicadores de arenta realy,
expresion que alude al propdsito explicito de wtilizar medidas de renta como indicadores de
bienestar.

1. Introduccion

En el trabajo de Sen {1976) se desarrolla una interesante aproximacion al pro-
blema de la medicion del bienestar a través de indicadores de renta. Para ello,
Sen propone la valoracion de las asignaciones mediante un sistema de precios
sombra que recojan tanto el valor de mercado de los bienes como la valora-
cién social de los individuos. Este procedimiento (conocido como el enfoque de
los bienes personalizados, va que la idea bésica consiste en asociar a cada bien un
precio sombra que depende tanto del bien en cuestién como del individuo
que lo consume) posibilita la introduccién de juicios de valor acerca de la dis-
tribucién de riqueza. El término «renta real» se utiliza para hacer referencia a
la medicién del bienestar mediante tal sistema de precios sombra [véase Sen
{1979) para una discusién mas amplia].

Este tipo de formulacién conduce a un indicador de renta real que podemos
expresar como:

m

W) = 2. a0);

=1
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donde y = v, ..., 3,,) Tepresenta un vector de distribucion de renta entre m
individuos, v @ (v es una funcién de ponderacion que refleja la valoracion
marginal social del individuo i-ésimo en la distribucién y [notese que si
@, (3) = 1 para todo i, entonces W (v} coincide con la renta nacional, mientras
que tomando a,(y) = 1/m para todo i, W (y) resulta ser la renta per capita).

El trabajo original de Sen (1976) unicamente proporciona una ordenacion
parcial de distribuciones de renta. Es facil no obstante extender este resultado
a ordenaciones completas, suponiendo que la relacién de preferencia social
con la que se valoran las asignaciones es homotética [véase Herrero y Villar
(1989)]. Ello ademas garantiza la existencia de una relacién biunivoca entre
funciones de bienestar social v medidas de igualdad relativa [Blackorby vy
Donaldson (1978)].

Una de las virtudes esenciales del procedimiento propuesto por Sen es que
esta idea abstracta se puede materializar en indicadores concretos que resul-
tan ser funciones crecientes de la renta media y decrecientes de la dispersion
de la misma. En particular, tomando @, (v) = n.° de orden en el ranking de ren-
was (ordenadas de mavor a menorj, la funcion W adopta la forma:

Wiy =Kppi[l —G]

donde K es una constante positiva, i{y} representa la media de la distribucion,
v G{y) es el indice de desigualdad de Gini asociado a dicha distribucién. De
este modo, resulta posible el empleo de estos indicadores de bienestar en el
analisis empirico [véase por ejemplo Osmani (1982), Chakravarty y Dutta
{1990y, Herrero v Villar (1992)].

A pesar de su operatividad, el sistema de ponderacién que conduce a esta for-
mula de medicion de la renta real resulta en parte arbitrario, y presenta una
limitacién importante {conocida como «homotecia distributivar): tnicamente
el lugar ocupado en el ranking determina el peso que se le asocia a un determi-
nado individuo, con independencia de cuales sean las diferencias de renta.

En este trabajo presentamos un indicador de «renta real» de naturaleza simi-
lar al propuesto por Sen (es decir, que resulte una funcién creciente de la
renta y una funcion decreciente de su dispersion), pero que no adolezca de la
limitacién sefalada. Para ello estableceremos un conjunto de requisitos sobre
la funcion W(y) que representan criterios éticos explicitos y propiedades
intuitivamente comprensibles, y que se cumplen si y s6lo si

We)=mup) [1-BT,()]

siendo m el tamario de la poblacion, B una constante positva y T, () el primer
indice de desigualdad de Theil. Recordemos que el primer indice de Theil se
define como:

m

T, = Z s;ln (ms,))

=1



LA MEDICION DEL BIENESTAR MEDIANTE INDICADORES DE «RENTA REAL» 167

Di

donde s, = ——— designa la participacién del individuo i-ésimo en la renta
Z Y;
j=1

total (i =1, 2, ..., m).

La idea de caracterizar un indicador de renta real basado en el primer indice
de Theil tiene una doble motivacién. En primer lugar, el indice de Theil
resulta un indice de desigualdad con muy buenas propiedades tanto éticas
como operativas [véase por ejemplo Zubiri (1985), Ruiz Castillo (1986)]. Por
otro lado, aun cuando el primer indice de Theil es una medida de desigual-
dad ya caracterizada [véase Bourguignon (1979), Cowell y Kuga (1981), Foster

* (1983)], no hay hasta ahora una interpretacién adecuada del significado de la
funcioén de bienestar social asociada [véase a este respecto lo sefialado en Black-
orby y Donaldson (1978, Sec. 4)].

La contribucién que este trabajo ofrece puede interpretarse como un refina-
miento de los resultados proporcionados en Herrero y Villar (1989), donde se
propuso inicialmente un sistema de ponderaciones @,(y) que generaba esta
forma funcional de W. Presentamos en la Seccion 2 los axiomas que emplea-
remos en la caracterizacion de W, caracterizacién que se desarrolla en la Sec-
cién 3.

2. Los axiomas

Sea R™, elinterior del ortante positivo de R™. Tomaremos este conjunto como
el espacio de distribuciones de renta para una poblacién compuesta de m
individuos, siendo m mayor que dos!. Con ello supondremos desde el princi-
pio que todos los individuos poseen rentas estrictamente positivas, por
pequefias que éstas sean.

La siguiente definicién, inspirada en el enfoque de los bienes personalizados,
delimita el tipo de problema que queremos abordar:

Definicién. W: RT, — R es un indicador de renta real si para caday e R%,, W es
una funcién de la forma:

donde a;: R, —> R es una funcién de ponderacion social que refleja la valora-
cién marginal social del individuo i-ésimo en la distribucién y.

Asi pues definimos un indicador de renta real como una funcién que asocia a
cada vector de rentas, la suma ponderada de las mismas (donde las pondera-
ciones son a su vez funciones de la renta). Puede comprobarse que cualquier

' Tomamos m > 2 al objeto de evitar inconsistencias al tomar derivadas parciales res-
pecto de las rentas individuales, sin que la media de la distribucién se altere.
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relacién de preferencia social que sea reflexiva, transitiva, completa, homoté-
tica y respetuosa con las preferencias individuales puede representarse de la

forma Y. a,(y} ¥, [véase Sen (1976), Herrero y Villar (1989)].
=1

Observacion. Adviértase que, por su propia naturaleza, un indicador de renta
real resulta dependiente de las unidades de medida de la renta. En lo que
sigue supondremos que estas unidades estdn dadas y no cambian.

Consideremos el siguiente conjunto de axiomas, para: = 1, 2, ..., M.

Axioma 1 (DIFERENCIABILIDAD)

a,;:R7?, — R es continuamente diferenciable.

Axioma 2 (EQUIDAD MINIMA)
Para todo y € R%, dado, y,<y, = o, (y) > ; ()-

Axioma 3 (INDEPENDENCIA)
a, 0) = ax(yi; l-l)

Axioma 4 (HOMOGENEIDAD)
Para todo escalar A> 0, a,(Ay) = o, (y).

Axioma 5 (ESCALA)
(t)Siy;=p Vi, entoncesq;(y)=1.

(i) lim. a,(p)=0
yi—>my

El Axioma ! es de naturaleza instrumental (nos posibilita el recurso al
calculo diferencial).

El Axioma 2 corresponde al Axioma de Equidad Minima [propuesto inicial-
mente en Sen (1973, p. 18)], e introduce un elemento valorativo fundamental:
vamos a dar mavor peso en el bienestar colectivo a aquellos individuos con
rentas mas bajas.

El Axioma 3 nos dice que la importancia de un individuo en el cémputo del
bienestar sélo depende de su propia renta y de la renta media (este Axioma
puede interpretarse como un requisito de eficiencia informacional). Es inme-
diato comprobar que el Axioma 3 implica el cumplimiento del principio de
réplicas de poblacion (principio que establece que la unién de un nimero
arbitrario de poblaciones idénticas no altera el bienestar per capita).

El Axioma 4 introduce la homogeneidad de grado cero en las funciones a,(y).
Ello equivale a suponer que cambios proporcionales en el vector de rentas no
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alteran los pesos de los individuos {se trata por tanto de pesos que varian con
la renta relativa de los individuos). Una consecuencia importante del Axioma
4 es que W(Ay} = AW (y) (es decir, Wy} es una funcién homogénea de grado
1). Asi pues, la homogeneidad de grado cero en los coeficientes , junto con la
forma funcional de los indicadores de renta real implican que, cuando cam-
bia la media sin variar la distribucién, el indice W debe cambiar en la
misma proporcion.

Finalmente, el Axioma 5 se refiere a la normalizacion de los a, mediante la
fijacion de una escala. El punto (i} nos dice que cuando la renta esta igual-
mente distribuida entonces podemos tomar la renta nacional como una ade-
cuada medida de bienestar. El punto (ii} establece que dariamos un valor cero
a a;(y), si la renta estuviera totalmente concentrada en manos del i-ésimo

individuo.
3. La caracterizacién
Dedicamos esta Seccién a probar que un indicador de renta real W: R7 ., — R

vérifica los Axiomas de Diferenciabilidad, Equidad Minima, Independencia,
Homogeneidad y Escala si v solo si:

wm=mu(y‘;[1—-l—~nm]

Inm

(donde T, representa el primer indice de Theil).

Los siguientes resultados nos dan caracteristicas operativas interesantes de los
ponderadores o, (y):

PROPOSICION 1. Bajo los Axiomas 1, 2 v 3, existe una funcién a: R* — R tal
que Vy e R7,.,a,(p)=a(y, Wi=1,2,..,m.

Demostracion

El Axioma 8 implica que para establecer este resultado es suficiente probar
que para todo y € R%, dado, y, = 3, a;(y;, 1) = ¢;(y;, W)

Sea F(y;,y;) = a; (v 1) — ¢;(y;5 W)- Fijando la variable 3;, definimos la siguien-
te funcién:

k) = F0.5)
Consideremos ahora la funcién & en el intervalo cerrado:

[5,— &5 +e]

El valor de k en los extremos de dicho intervalo viene dado por:



176 INVESTIGACIONES ECONOMICAS

il

by —e=Fji—ei =alf—&u —aFu>0[por [A.2.1)]

R +e =F5+ei =a[F+tep —aFiw0por (A2.1)]

Aplicando el Teorema de Bolzano: 3 3 e (7. — & 7 +¢&] tal que h(y)) = 0.
Si ¥ -7, se contradice el Axioma 2. Lo mismo ocurre con y;>5¥,. De esta
forma, la unica alternativa posible es que ¥/ = 7,.

Por tanto se puede concluir que a,{(3]; B = a,(3; i) por ser k(y;) = 0, ¥,. Por
hipotesis, si ¥, =7, entonces 4, {7,; M) = &, (¥,; B} para todo ¥,.

Asi pues, cuando se verifican los tres primeros Axiomas se cumple el Principio
de Anonimidad: La diferencia entre los distintos individuos es debida, tinica-
mente, a su nivel de renta.

PROPOSICION 2. Bajo las condiciones de la Proposicion 1, @, es decreciente en
¥, si v solo si se verifica el Axioma de Equidad Minima.

Demostracidn

(=) Supongamos que a, {y; ] es decreciente en y,. Esto significa que siy, <y;,
entonces &, (¥) = a,(y,; 1} >4, {y;; i = @;{y}, por el Axioma 3. Pero esto quiere
decir que se cumple el Axioma de Equidad Minima.

(<} Supongamos que se cumple el Axioma de Equidad Minima: si y; <y,
entonces @, (v} >0, (¥}, cony € R%,. Por el Axioma 3, a,(y; 1) >a;(y;; 1) para
cualquier par de niveles de renta, entonces a, (y;; i) es decreciente en y;.

El resultado principal de este trabajo se resume en el siguiente Teorema:
TEOREMA. Un indicador de renta real W: R, — R verifica los Axiomas de

Diferenciabilidad, Equidad Minima, Independencia, Homogeneidad y Es-
cala, si v solo si:

W(y) = mu(y) [ -1, o) }

Inm
{donde T, representa el primer indice de Theil).

Demostracion
Desarrollaremos la prueba en tres pasos.

1. Observemos primero que la Proposicién 1 nos permite asegurar que
da,/0u = da;/0p = f(1), Vi, j. Ademas, a la vista de los Axiomas 1, 3 y 4, pode-
mos aplicar el Teorema de Euler para concluir que:

— L+
. ou

v por consiguiente, podemos escribir:
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Oa;, _ flwu
ayi Y

Por otra parte, el Axioma 4 nos permiten definir una funcién auxiliar, v,
como sigue: Tomemos A = 1/p> 0, entonces,

o() = a,»(—:l—y)=vi(x>

donde x = (x,,x,, ..., x,), siendo x, = y,/1 (x; representa pues la participacion
del individuo i en la renta media). A la vista de las Proposiciones 1y 2, resulta
entonces inmediato comprobar que los Axiomas 1-5 resultan equivalentes a
las siguientes propiedades:

(@) &, (y) =y (x), ¥i=1,..m.

(b)Y (x;) € C' en el interior de R,.

(¢) Y(x;) es estrictamente decreciente en x,, con y(1) = 1.

dy (x;)

() dx

= b/x;, donde b es una constante.

i

2. Veremos ahora que un indicador normalizado de renta real verifica las pro-
piedades (a) — (d) si y solo si:

Y(x)=1—BInx
donde B es una constante positiva.

Resulta inmediato comprobar que si y (x;) = 1 — B in x;, entonces las propie-
dades (a) — (d) se verifican. Para comprobar la implicacién inversa, observe-

dy(x; b
mos que resolviendo la ecuacion diferencial —lg—') = e tenemos que:
x: i
dx;
dy(x) =b—
X,

i

De dénde se obtiene que y(x,) =blnx, + C.
ay(x;)
d

1

Por la propiedad (c) sabemos que <0y por tanto podemos tomar b = — 3,

con B> 0. Por otro lado, por la propiedad (¢c) sabemos que y(1) = 1, lo que
implica que € = 1. Consecuentemente:

Y(x;)=1—=Binx,
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3. De acuerdo con 1 v 2, los Axiomas 1-5 resultan equivalentes a establecer un
sistena de ponderaciones dado por:

Vi
ay)=1—-Bln—
v [

En consecuencia:

W) = Z(I—Bln%)yf ;yrB ;yilnr

z b2 B < %
=mp—B z,v,lnidmu[l—— Zy,-ln? =

[1—— > ‘_lni' =mu[1-BT,0)]]

Finalmente, es facil ver que exigir el cumplimiento del Axioma 5 (correspon-
diente a la segunda parte de (c)) equivale a tomar

1
Inm

ﬁ—_—

(puesto que In (y,/p) tiende a ln m, conforme y, tiende a mp).
Con ello completamos la demostracién.
Observacion. Los Axiomas 1 a 4 caracterizan medidas de renta real del tipo

W)= mp[l —-BT, (y)]], donde B es una constante positiva. El Axioma 5
garantiza que W (y) sea una funcién creciente de uy decreciente en T (es facil

- 1 .
comprobar que para valores de B distintos de In? Siempre podemos en-
nm

contrar una distribuciéon para la que esta propiedad deja de cumplirse).
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Abstract

The purpose of this paper is to characterize a welfare measure which depends positi-
vely on total income and negatively on Theil’s first inequality index. Such a measure
belongs to the family of «real national income» indicators (a family of income-based
welfare indices).
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