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UNA NOTA SOBRE VALORACION DE OPCIONES
AMERICANAS Y ARBITRAJE
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Este trabago extrapola los resultados de Kum (1987), sobre la inconsistencia
del modelo Merton (1973) de valoracion de opciones de compra europeas so-
bre accrones con pago continuo de dundendos, a opciones americanas sobre
acciones que pagan dividendos en un nidmero finsto de wnstantes tempora-
les. En particular, se demostrard que el modelo de Schwartz (1977) wela la
condicién de ausencia de arbitraje sobre la que se fundamenta. Se propone
una reformulacidn del modelo en funcion del activo neto de dundendos y un
planteamuento alternativo interpretando la opcidn descrita como una opcidn
bermuda.
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1. Introduccidon

La moderna teorfa de valoracién de opciones se fundamenta en una
relacién de ausencia de arbitraje!. No obstante, Kim (1987) demostré
que el modelo de Merton (1973) para valorar una opcién de compra
europea sobre acciones con pago continuo y conocido de dividendos
era internamente inconsistente en cuanto que violaba dicha hipétesis.
La inconsistencia de este modelo permite demostrar la de los modelos
de Ingersoll (1977 p. 301) y de Jones-Mason (1980 pp. 91 y ss.)?.
El objeto de esta nota es extender los resultados de Kim (1987) a
las opciones americanas sobre acciones que pagan dividendos en un
nimero finito de instantes temporales; en particular, se demostrars la

Quisiera agradecer a Mdximo Borrel y al evaluador anénimo sus comentarios y
sugerencias

"Utilizando la definicién de Dybvig y Ross (New Palgrave. 1988, Dybvig v Ross, p.
100): “una oportunidad de arbitraje es una estrategia de inversién que garantiza
un flujo de caja positivo en alguna circunstancia sin posibilidades de flujos de caja
negativos y con inversién neta nula.’

*Ver Llerena (1996 pp. 122 y ss)
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inconsistencia interna del modelo de Schwartz (1977). Loégicamente,
la extrapolacién, si bien no es inmediata, tampoco es sorprendente ya
que el factor clave es el cardcter conocido de la fecha de dividendos.

Fl trabajo de Schwartz plantea un modelo partiendo de la inexistencia
de oportunidades de arbitraje y propone un procedimiento numérico
de valoracién. Nuestra demostracién se basa en un argumento de arbi-
traje y muestra que el modelo es estructuralmente incorrecto en cuanto
que, en determinadas circunstancias, el valor tedrico, no su aproxima-
cién numérica, contradice la hipétesis de ausencia de arbitraje.

El argumento que invalida el modelo de Schwartz se basa en demostrar
que el modelo debe verificar dos relaciones de dominio incompatibles
entre si. Por un lado, el valor de la opcién de compra americana debe
ser estrictamente positivo si, y sélo si, lo es el valor del subyacente. En
efecto, considérese una opcién de compra europea con vigencia en el
intervalo (t,,t,41). Es claro que para que no existan oportunidades de
arbitraje el valor de la opcién americana debe ser, como minimo, igual
al de la europea. Puesto que en (¢,,%,41) la dindmica del subyacente
sigue un proceso Browniano geométrico, el valor de la opcién europea
vendrd determinado por la férmula de Black-Scholes (1973) que, como
es bien sabido, asigna valores positivos cuando, y sélo cuando, el sub-
yacente toma valores positivos. Por otro lado, y bajo la hipdtesis de
que la opcién no se ejercerd anticipadamente, si el valor del subyacente
neto de dividendos es nulo, la opcién debe carecer de valor ya que, en
caso contrario, existirfa una oportunidad de arbitraje vendiendo la op-
cién y comprando el subyacente neto. Esta ltima condicién implica
que para determinados valores positivos del subyacente la opcién vale
cero, en contradiccién con lo que postula la primera.

El trabajo se organiza de la siguiente forma. En la seccién 2 se define
Ja notacién. En la seccién 3 se presenta el modelo de Schwartz (1977).
En la seccién 4 se deduce una condicién suficiente de no ejercicio an-
ticipado y se demuestra la inconsistencia del modelo. En la seccién 5
se proponen una reformulacién en funcién del activo neto de dividen-
dos y un planteamiento alternativo del modelo interpretando la opcién
descrita como una opcién bermuda. Por dltimo, la seccién 6 recoge las
conclusiones del trabajo.

2. Notacién

Utilizaremos la siguiente notacién:
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f(t,,t,) = valor en t, de un bono sin riesgo que paga 1 unidad mone-
taria (wm.) en t,, con t, <t,.

r= tipo de interés sin riesgo.

d, = pago o dividendo del activo subyacente en t,, 71 =1,2,....n.

v, = valor del activo subyacente en ¢, ; es decir, inmediatamente antes
del pago d, (valor cum dividendo).

a,d, = pérdida de valor del activo después del pago i-ésimo, a, € [0, 1].
vj = valor del activo subyacente en t;L; es decir, inmediatamente des-
pués del pago i-ésimo.

vl = v — ad, (valor ez dividendo).
to = momento en que se realiza la valoracién.

T = fecha limite de ejercicio para las opciones americanas y fecha de
ejercicio para las opciones europeas, T = tp11.

7 =T —tg, plazo de vencimiento.

k = precio de ejercicio de las opciones.

Cy = Co(v,7; k) = valor en 7 de la opcién de compra americana.

C = C(v,7;k) = valor en 7 de la opcién de compra europea homéloga.
Co, = -"a—CU‘L Coyy = %}Cﬁ Co, = %Ct& De la misma forma se representan
las derivadas parciales para la opcién europea C.

o = rentabilidad instantdnea esperada de la accién.

o = variancia instantédnea de la rentabilidad de la accién.

2(t) = proceso estdndar de Wiener.

3. El modelo de Schwartz (1977)

El modelo de Schwartz se refiere a la valoracién de opciones de compra,
americanas sobre acciones que pagan dividendos discretos. A excep-

cién de éstos, el marco tedrico es el mismo que el definido en Black-
Scholes (1973).

Se considera que entre dos fechas de pago de dividendos, la dindmica
del valor de la accién sigue un proceso Browniano geométrico,

dv = audt + cvdz,
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ademés, para simplificar la presentacién pero sin pérdida de generali-
dad, asume que los dividendos son constantes y conocidos: d, =d V1 =
Loon.

En estas condiciones, el valor de la opcién entre dos fechas de pago de

dividendos verificard la ecuacién en derivadas parciales (EDP):

0= éazsza

4

+rvC,, —rCq + Cy,, 1]

11

sujeta a las condiciones de contorno-arbitraje siguientes:

-En la fecha de vencimiento T' (7 = 0) el valor de la opcién sers cero
siv < kov—ken caso contrario; es decir,

Ca(v,0; k) = maz{0,v — k}. 2]

-En cualquier instante, si la accién carece de valor, v = 0, entonces,
Co(0, 7, k) = 0 V. 3]

-En cada fecha £ en que la accién hace efectivo un dividendo se impo-
ne la condicién siguiente: en el instante inmediatamente después del
pago del dividendo el valor de la accién se reduce en la cuantia del
dividendo; es decir, pasa de valer v en 7+ a valer v — d en 7. Puesto
que la opcién puede ejercerse en cualquier momento, pudiera ser que
valiera més “muerta” justo antes del pago del dividendo que “viva’
inmediatamente después; por tanto,

Co(v,7T;k) = maz{0,v — k,Co(v — d, 775 k) }. 4]

Por 1ltimo, cuando el precio de la accién tiende a infinito, la derivada

parcial del valor de la opcién respecto del valor de la accién tiende &
3
uno’,

lim Cy, (v, 73k) =1V7. (5]

V=00

Fijémonos que la condicién [1.4] presupone que el valor de la accién se
reduciré exactamente en la cuantfa del dividendo. Si este decremento

®La idea que subyace en la 1gualdad anterior es que Cy (v, 72 k) > C(v,77; k), siendo
7" =1t —tyt, la pnimera fecha después de ¢, en que se pagan dividendos
Cuando v — o0, C(v,7%;k) — v —ke™™" : como Cy es, entre dos fechas de pago
de dividendos, una funcién convexa con respecto de v. para valores suficientemente
grandes se mantendrd paralela a v — ke™" | ya que en caso contrario existirian

valores de la accién, v, tales que C, < C.
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viniera expresado por a, d con* 0 < a; < 1, la condicién se reescribirfa

Co(v,71: k) = maz{0,v — k,Colv — a, d, 775 k) }. 6]

4. Inconsistencia del modelo de Schwartz

Nuestra demostracién de la inconsistencia del modelo de Schwartz
(1977) requiere de un resultado de Kim (1987) que extiende el teo-
rema 1 de Merton (1973 p. 54 L.C.E.) en términos de lo que él define
como activo neto de dividendos.

DErFINICION (KM 1987). Dado un activo A, el activo A neto de
dividendos es un activo con las mismas caracteristicas que el activo A
al que se le ha quitado el derecho al cobro de los dividendos pagados
en [to, T], donde ty es el momento de la valoracién.

Si v representa el valor del activo A, el valor del activo neto de divi-
dendos lo simbolizaremos por ™.

PROPOSICION 1 (KiM 1987).
V', maz{0,0" — kf(T,to)} < C < o™
DEMOSTRACION:

Consideremos dos carteras: Cy4 = {C'} formada por la adquisicién de
una opcién de compra europea y la cartera Cp = {v™ — k f(T\, o)}
formada por la compra del activo subyacente neto de dividendos y
tomar prestadas k f(T',to) wim. en g con la obligacién de devolver k
um. en 7.

En la fecha de vencimiento de la opcién de compra, T, v" = v y el
valor de las carteras serg

Cp(T)=v—k <maz{0,v—k} = Cy(T) <.

En consecuencia, y para evitar una situacién de arbitraje, en tp deben
mantenerse las desigualdades. Puesto que C > 0 se tiene

maz{0,v" — k f(T,to)} < C <™

*Esta hipétesis ha sido utihzada por Augros (1985 p. 84) y Roll (1977 p. 253).
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4.1 Condicidn suficiente de no ejercicio anticipado para opciones de
compra americanas

Obsérvese que la proposicién 1 es una condicién necesaria de consis-
tencia interna para opciones de compra europeas. Obviamente, para
poder aplicarla al modelo de Schwartz debemos plantear una situacién
en que la opcién americana no se ejerza anticipadamente. La siguiente
proposicién nos da una condicién suficiente de no ejercicio anticipado.

ProProsICION 2.

Sia, d < k{1~ f(t]_ﬂ,tj)] V 7 = 1,..,n, entonces la opcién de
compra americana no se ejercerd antes de 1.

DEMOSTRACION:

Supongamos que el activo subyacente sobre el que se ejerce la opcién
paga n dividendos desde el instante de la valoracién, tg, hasta la fecha
limite de ejercicio de la opcién, T

La opcién de compra americana se ejercera en el intervalo [to,t1) si
vale igual o méas “muerta’, justo antes del pago del dividendo® dy, que
“viva” inmediatamente después. Por tanto, se cumplir4®

-5 + +.1 + o= gt (= 4t
v =k > Colof, T—tk) > Clof  t5 —t1; k) > maz{0,v{ =k f(¢5 . 1)}
En consecuencia,

vf —k > maz{0,v7 —axdy — kf(t 1)}
Anslogamente, la opcién se ejercers en [t1,tg) si

vy —k > maz{0,vy —agds — kf(t; ,t4)}.
En general, la opcién se ejercerd en [t,_1,t,) si

- _ I - _ Rt .+t

v, —k 2maz{0,v] ~a,d, —kf(t, 1, ¢}

*En el teorema 2 de Merton (1973 p. 55 L.C E.) se demuestra que en ausencia de
dividendos una opcién de compra americana vale més “viva” que “muerta”.
$Sea C(v],t,; — tT; k) el valor de una opcién de compra europea con vencimiento
en t,, justo antes del pago del dividendo, y con precio de ejercicio k.

Como en [t7,t;] el activo subyacente no paga dividendos, por el teorema 1 de
Merton (1973 p. 54 L.C.E.) se cumple la designaldad.

Clvf,ty —tF;k) > maz{0,v; — kf(ty, tH}.
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de donde,
v, —k2v —ayd; - kf(tj_ﬂ,tj),

o, de forma equivalente,
ay dy 2 K[ = f(t741,1))]- 7]

Es decir, si la opcién se ejerce en el perfodo [t,-1,%;), entonces se
verifica la desigualdad [2]; por tanto, es condicidn suficiente para que
la opcién no se ejerza antes de T que V 7 = 1,...,n se cumpla

oy dy <KL = f(t]0.8))]: (8]

La expresién [8] tiene una clara interpretacién econémica: si no ejer-
cemos la opcidn en ¢, disponemos de k um. para invertir durante el
periodo (tj'., t;ﬂ) puesto que durante el mismo no se ejercerd. El valor
actualizado de los beneficios obtenidos invirtiendo las k£ w.m. durante
este intervalo es k[1 — f( J_+17t;r)] y la pérdida del valor del subyacen-
te después del pago j-ésimo es a, d,. Por tanto, si las pérdidas son
inferiores a los beneficios es preferible mantener viva la opcién.

Si consideramos el caso particular: a, = a, d, = d, t,41 —t;, =7
constantes V7 y el tipo de interés sin riesgo constante en [to, T'] e igual
a r, la expresion [8] queda de la forma

ad<kl—e". 9]

4.2 Inconsistencia del modelo

Para probar la inconsistencia del modelo vamos a determinar, en pri-
mer Jugar, en qué condiciones la opcién americana vale més “viva”
que “muerta”’, en cuyo caso valdrd lo mismo que su homéloga euro-
pea. Para hacerlo nos apoyaremos en la condicién [9].

Supongamos que o, = 1, Vj y 7 = t,41 — t, constante V7, entonces, la
expresién [9] queda d < k[1 —e™"7], lo que equivale a

T

d. [10]

T . ., .

Sea ky = —+—d y consideremos una opcién americana cuyo valor
viene expresado por Cg(v,7;k) con k > k1. Puesto que se cumple la
condicién suficiente [10] de no ejercicio anticipado, el valor de la opcién
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americana coincidird con el de su homéloga europea, Co(v,T;k) =
C(v,7;k), y por la proposicién 1 se tendrd

maz{0,v"™ — kf(T,to)} < Co <™. [11]

Supongamos que estamos situados en t7 (77 = T —t]), justo antes
del pago de los dividendos (n > 1); el valor actual de los mismos es
VAD = =277 Siv = VAD, entonces v™ = 0y de la desigualdad

erT—1
[11] se deduce que C, = 0 para que no exista arbitraje.

Veamos qué valor le asigna el modelo a la opcién. Por la condicién [4)
Co(v, 7% k) = maz{0,v — k,Ca(v — d, 77 ; k)}. [12]

Obsérvese que al haber considerado d constante y v = VAD se verifica
v < k7. Para demostrar la inconsistencia interna del modelo bastars
con probar que Co(v —d,77;k) > 0siy sélosiv —d > 0.

La EDP [1] sujeta a [2], [3], [4] y [5] no tiene solucién analitica y debe
resolverse por métodos numéricos®. Nuestra demostracién, al basarse
en un argumento de arbitraje, no necesita una férmula explicita para

el valor de la opcién.
PROPOSICION 3.

Seant,_y y t, dos fechas consecutivas de pago de dividendos y Cy(v, 7; k)
el valor de una opcién americana de compra segiin el modelo de Schwartz
(1977); si el modelo es consistente con la hipétesis de no arbitraje, en-
tonces, Vt € (t,-1,t; ), Ca(v,7;k) >0 v >0con7=T -1

DEMOSTRACION:

Supongamos que estamos situados en ¢ € (tj_l,t]_). Sea C(U,Tj; k),

con T;r =1, —1, el valor de una opcién europea de compra con venci-

miento en ¢, justo antes del pago del dividendo j-ésimo.

Si Cy(v, k) < C(u, 7';-; k), entonces el modelo es inconsistente.

Supongamos que se verifica la desigualdad Cy(v,7;k) > C(U,T;'; k).
Segin el modelo , si v = 0, entonces Cy(v, 7;k) = 0, por la condicién
[3]; bastard, por tanto, demostrar que si v > 0, entonces C(v, T;r; k) >
0.

"En efecto, si v = I8 ed y ki = =S —d < k,v < k1 & 1—¢™7 < 1, o
cual es clertoyaque 7> 0, n>0yr >0

$Schwartz la resuelve mediante un algoritmo basado en las diferencias fimtas.
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El modelo de Schwartz presupone que V¢ € (t,-1,t,) la dindmica del
valor de la accién sigue un proceso geométrico, dv = auvdt + ovdz;
en consecuencia, Vi € (t,-1,1,) la funcién C(v, 7] ;k) responderd a la
EDP, 0 = %U202011 +rvCy —rC' 4+ Cy. Ademds, la hipétesis de ausen-
cia de arbitraje impone las dos condiciones siguientes: C(0, T;r; k)=0
y C(v,0;k) = maz{0,v — k}. La funcién C(v,7;k) tiene como so-
lucién la férmula de Black-Scholes, C' = v®(d;) — ke " ®(ds), que es
estrictamente positiva si el valor del activo subyacente lo es”,v > 0 &
C(U,Tj;k) > 0.

Retomando la expresién [12] tenemos que Cy(v — d, 775 k) > 0 ya que
v —d > 0 al haber considerado n > 1 y la fecha de valoracién justo
antes del pago del dividendo; violdndose la condicién [11].

La demostracién de la inconsistencia del modelo para a € (0,1] y
politica de dividendos variable pero conocida es inmediata. Adn en el
caso en que o > 1, si el valor de la accidn en ) es v = VAD({] ) y se
cumple que v —ad, > 0, entonces el modelo sigue siendo inconsistente.

5. Propuesta de reformulacién del modelo de Schwartz (1977)

Nuestra reformulacién se basa en el cambio de variable propuesto por
Kim (1987), es decir, plantear el valor de la opcién en funcién del
activo neto de dividendos: Cy = Co(v", 75 k).

Suponiendo que dv™ sigue un proceso geométrico, el valor de la opcién
serd la solucién a la EDP

0= %(72(1)")20,,11 +1rv"Cyy —rCy + Cy, [13]
Sujeta a
Co(v",0; k) = maz{0,v — k}, [14]
Co(0,75k) =0V 7, [15]
Co(v", 771 k) = maz{0,v — k, Co(v" 1, 773 k) }, [16]
Jim Co, (V" 7 k) = 1 V7. [17]

Veamos si esta reformulacién corrige la contradiccién tedrica.

En la férmula de Black-Scholes el valor de la opaién crece con el de la accién:
Cr = ®(d1) >0 Ademds, si v — 0 = C — 0, de donde se deduce que si
v>0=C>0.
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Obsérvese que en la situacién particular en que hemos estudiado la
inconsistencia, el valor de la opcién vendrd determinado por la EDP
[13] sujeta a [14] y [15], cuya solucién es la conocida férmula de Black-
Scholes sustituyendo v por v".

Para v = 0 la opcién no tendrd valor, Cq = 0, tal como postula la
proposicién 1.

La argumentacién de la proposicién 3 en este contexto!” serfa la si-

guiente: supongamos que estamos situados en t € (t,-1,% J) y sea
+ =
7

con vencimientoent . Enausencia de arbitraje, el valor de esta opcién

debe ser menor o igual que el valor de una opcién de compra sobre el
mismo subyacente y con vencimiento en . Puesto que tomamos como
variable explicativa el subyacente neto y suponemos que su dindmica
viene descrita por un proceso geométrico, para v =VAD el valor de la
opcién serd nulo ya que v™ = 0. Por tanto, C, = C(v, 7’J+; k) = 0.

C(v, T;r; k), con T ¢, —t, el valor de una opcién europea de compra

Un planteamiento alternativo serfa valorar la opcién americana como
una opcién bermuda. En efecto, puesto que la opcién paga dividen-
dos en un nimero finito de instantes temporales y, como demostrara
Merton (1973 p. 55 ICE), entre dos fechas de pago no se ejercerd,
podemos interpretar la opcién americana como una opcién de compra
bermuda que permite el ejercicio justo antes de cada fecha de pago
de dividendos y sobre una accién cuya dindmica viene descrita por un
proceso mixto de difusién y saltos. Existen férmulas cerradas para
valorar opciones bermuda cuando el subyacente no paga dividendos y
sigue un proceso geométrico'!; sin embargo, no hemos encontrado en
la literatura financiera expresiones para el caso de un proceso mixto.
Esta podrfa ser una lfnea para futuros anglisis. Pueden verse aproxi-
maciones algoritmicas a este problema en Dewynne-Howison-Wilmott
(1997 pp. 332y 333).

6. Conclusiones

El objeto de estudio de este trabajo ha consistido en demostrar que
el modelo de Schwartz (1977) de valoracién de opciones de compra
americanas sobre acciones que pagan dividendos en un ndmero finito

10 . . . .

Obsérvese que aqui consideramos que dv™ sigue un proceso geométrico, lo cual no
implica, necesariamente, que entre dos fechas de pago dv siga un proceso de estas
caracteristicas.

"' Ver Leguey-Llerena (1998).
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de instantes temporales viola la hipétesis de ausencia de arbitraje sobre
la que se fundamenta. Este resultado extrapola los de Kim (1987)
sobre la inconsistencia interna del modelo de Merton (1973) en el que
se consideran opciones de compra europeas sobre acciones con pago
continuo de dividendos.

El argumento que invalida el modelo de Schwartz se apoya en dos
condiciones necesarias, incompatibles entre si, para evitar el arbitra-
je. Por un lado, la proposicién 1 (Kim 1987) establece como lfmi-
tes de arbitraje para una opcién europea de compra sobre acciones
que pagan dividendos (de forma continua o discreta) las desigualdades
maz{0,v" — kf(T,to} < C <™ Por otro, la proposicién 3 establece
que entre dos fechas consecutivas de pago de dividendos el valor de la
opcién americana descrita en el modelo de Schwartz debe ser estric-
tamente positivo si, y sélo si, lo es el del subyacente, Co(v,7;k) > 0
< v > 0. Estas dos proposiciones, referidas a opciones europeas y
americanas, respectivamente, estdn relacionadas por la proposicién 2,
a,d, <k[l- f(t;ﬂ,tj)] Y7 =1,...,n, que es una condicién suficien-
te de no ejercicio anticipado. La conjuncién de estos tres resultados
permite demostrar su inconsistencia.

El modelo de Schwartz (1977) no tiene solucién analitica y debe re-
solverse mediante algoritmos numéricos. Sin embargo, nuestro trata-
miento, al basarse en un argumento de arbitraje, no precisa de una
férmula explicita para el valor de la opcién y demuestra que el modelo
es estructuralmente incorrecto.

Para eliminar la contradiccién tedrica se propone reformular el mode-
lo utilizando como variable independiente el valor del activo neto de
dividendos. En las condiciones particulares en que se ha planteado la
inconsistencia, el modelo tiene como solucién la conocida férmula de
Black-Scholes (1973) sustituyendo v por v™. Un planteamiento alter-
nativo serfa interpretar la opcién como una opcién de compra bermuda
sobre un activo subyacente que realiza pagos en un ntmero discreto
de instantes temporales y cuya dindmica viene descrita por un proceso
mixto de difusién y saltos. Si bien existen aproximaciones algoritmi-
cas a este problema, no hemos encontrado expresiones cerradas para
valorar este tipo de opcién en el caso particular de un proceso mixto.
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Abstract

Thas paper extends the Kim’s (1987) results, about the Merton’s (1973) model
wnconsustency of the valuation of European call options on assets with a con-
tinuos devidend payment, to American call options on assets that pay o finite
number of dudens. In particular, 1t demonstrates that the Schwartz’s (1977)
model wolates the non-arbitrage condition on which 1t 1s based. It proposes
a reformulation of the model according to the asset net of dindends and an
alternatwe interpretation of the described option as a bermuda option.
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